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Resumo
Costa, Dalmo Ina´cio Galdez, Ana´lise Nume´rica de Falhas em Materiais Compo´sitos Lami-
nados Usando um Crite´rio Baseado em Fenoˆmenos F´ısicos. Campinas, 2010. Dissertac¸a˜o de
Mestrado, Faculdade de Engenharia Mecaˆnica, Universidade Estadual de Campinas.
Este trabalho apresenta uma ana´lise da falha de laminados de materiais compo´sitos
atrave´s de crite´rios baseados em fenoˆmenos f´ısicos. Formulac¸o˜es de elasticidade plana ani-
sotro´pica do Me´todo dos Elementos de Contorno (MEC) e suas respectivas soluc¸o˜es funda-
mentais foram utilizados para calcular as deformac¸o˜es e as tenso˜es no contorno e no domı´nio
de cada uma das laˆminas que formam o laminado. Os envelopes de falha do crite´rio LaRC03
foram reproduzidos e comparados com os envelopes de falha dos crite´rios de Puck e Tsai-Wu.
A variac¸a˜o da resisteˆncia longitudinal de uma laˆmina com o aˆngulo de orientac¸a˜o das fibras
foi analisada. Uma vez que as tenso˜es foram previamente calculadas com o MEC, o crite´rio
LaRC03 foi utilizado para avaliar se ha´ algum dano no laminado. O modo de falha tambe´m
e´ analisado e os resultados discutidos. Os resultados para alguns problemas sa˜o apresentados
e discutidos.
Palavras chaves : Materiais Compo´sitos, Me´todo dos Elementos de Contorno, Crite´rios de
Falha, Anisotropia.
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Abstract
Costa, Dalmo Ina´cio Galdez, Numerical Analysis of Failure of Laminated Composite Ma-
terials Using a Criterion Based on Physical Phenomena. Campinas, 2010. Master Thesis,
Faculty of Mechanical Engineering, State University of Campinas.
This work presents a formulation of failure of laminated composite materials using a
criterion based on physical phenomena. The Boundary Element Method (BEM) for aniso-
tropic plane elasticity and its respective fundamental solutions were used to compute strains
and stresses at the boundary and in the domain of each of the laminae forming the lamina-
ted. The LaRC03 failure criterion envelope was reproducted and compared with Puck’s and
Tsai-Wu’s failure criteria as well as the longitudinal strength variation of laminae with the
fiber orientation angle. Since the stresses were previously computed with BEM, the LaRC03
criterion was used to evaluate if there is any damage in the laminated. Furthermore, failure
modes are observed and results were discussed. Results to some problems are presented and
discussed.
Key words: Composite Materials, Boundary Element Method, Failure Criteria, Anisotropy.
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1 Introduc¸a˜o
1.1 Contextualizac¸a˜o do Problema
O projeto de componentes estruturais e´, sem du´vida nenhuma, muito importante para
a Engenharia Mecaˆnica. Toda a base teo´rica da formac¸a˜o de um engenheiro, incluindo
as disciplinas iniciais como Ca´lculo e F´ısica, continuando com as disciplinas espec´ıficas de
cada Engenharia, sera˜o determinantes para a correta concepc¸a˜o da forma que atendera´ a
necessidade de um projeto mecaˆnico. Ale´m de realizar uma determinada func¸a˜o em um
equipamento, o componente devera´ tambe´m suportar todos os carregamentos ao qual estara´
submetido de forma a manter sua integridade estrutural e na˜o cessar sua funcionalidade.
Para tal, e´ muito importante que o material, sua quantidade e forma, sejam dimensionados
de maneira racional. Como uma das varia´veis mais importantes, o material deve ser entendido
e suas propriedades conhecidas.
Um dos tipos de materiais que veˆm encontrando larga aplicac¸a˜o na a´rea de engenharia
sa˜o os materiais compo´sitos. Os materiais de engenharia convencionais teˆm sido classifi-
cados em treˆs grandes grupos: materiais meta´licos, ceraˆmicos e polime´ricos. Os materiais
compo´sitos sa˜o uma espe´cie de combinac¸a˜o entre dois ou mais materiais dessas categorias
(NETO; PARDINI, 2006). Em se tratando de compo´sitos estruturais, o conceito e´ um pouco
mais espec´ıfico e diz que e´ um material que consiste de duas ou mais fases em escala ma-
crosco´pica, cujo desempenho mecaˆnico e propriedades sa˜o projetados para serem superiores
a`queles dos materiais constituintes quando analisados de maneira isolada. Uma dessas fases,
normalmente descont´ınua, mais r´ıgida e mais resistente, e´ chamada de reforc¸o. A outra, fase
menos resistente e cont´ınua, e´ chamada de matriz. Em algumas situac¸o˜es e´ poss´ıvel que,
devido a`s interac¸o˜es qu´ımicas ou outro efeito do processamento, surja, entre as duas fases,
uma terceira chamada de interfase que, embora possua dimenso˜es reduzidas, pode ser de fun-
damental importaˆncia no controle dos mecanismos de falha, propagac¸a˜o de falha, tenacidade
1
a` fratura e no comportamento geral da relac¸a˜o tensa˜o-deformac¸a˜o do material. As proprie-
dades de um material compo´sito dependem das propriedades dos materiais constituintes, da
geometria e da maneira como as fases esta˜o distribu´ıdas. Um dos paraˆmetros mais impor-
tantes, determinado pelo processo de fabricac¸a˜o adotado, e´ a frac¸a˜o volume´trica do reforc¸o.
O fato das propriedades serem tambe´m diretamente influenciadas pela disposic¸a˜o do reforc¸o
possibilita ao engenheiro determinar uma orientac¸a˜o que seja mais favora´vel a` determinada
aplicac¸a˜o, desenvolvendo assim um componente otimizado (DANIEL; ISHAI, 2006).
As aplicac¸o˜es de materiais compo´sitos sa˜o muitas e aumentam continuamente. Entre estas
se destacam a aeroespacial, automotiva, naval, energia, biome´dica e esportes. A alta rigidez,
alta resisteˆncia mecaˆnica e baixa densidade sa˜o caracter´ısticas que fazem com que este tipo de
material seja extremamente deseja´vel em estruturas aeroespaciais, em avio˜es civis e militares.
Sa˜o exemplos o Boeing 777, o Boeing 787 ”Dreamliner”e o Airbus A380. No caso do Boeing
787, os materiais compo´sitos correspondem a mais de 50% do peso da aeronave. Pequenas
aeronaves na˜o tripuladas em alguns casos sa˜o feitas inteiramente de materiais compo´sitos
(Figura 1) (AIRFORCE-TECHNOLOGY.COM, 2010). Como exemplo, pode-se citar tambe´m um
componente de amortecedor fabricado de compo´sito de fibra de vidro/resina epo´xi que possui
20% do peso de seu original fabricado em ac¸o (DANIEL; ISHAI, 2006). Na a´rea de produc¸a˜o
de energia, compo´sitos de fibra de carbono teˆm sido usados nas pa´s de turbinas de geradores
eo´licos aumentando de forma significativa a poteˆncia gerada e reduzindo significativamente
os custos (Figura 2, cortesia de Vestas Wind Systems A/S (VESTAS, 2010)). Na biomedicina,
as aplicac¸o˜es incluem pro´teses e partes artificiais de membros. Produtos esportivos de alto
desempenho tambe´m se utilizam deste tipo de material, tais como estrutura de bicicletas de
competic¸a˜o, raquetes de teˆnis, esquis etc.
Os materiais compo´sitos possuem vantagens exclusivas em relac¸a˜o aos materiais conven-
cionais, tais como alta resisteˆncia mecaˆnica espec´ıfica, alta rigidez espec´ıfica, longa vida em
fadiga, baixa densidade e adaptabilidade a` func¸a˜o requerida da estrutura. O fundamento para
esse desempenho estrutural superior esta´ na alta resisteˆncia espec´ıfica (resisteˆncia por densi-
dade) e na alta rigidez espec´ıfica (mo´dulo de elasticidade por densidade) e nas caracter´ısticas
anisotro´picas e heterogeˆneas do material. Estas caracter´ısticas tornam a modelagem do com-
portamento mecaˆnico do material compo´sito muito mais trabalhosa. Por outro lado, elas
possibilitam um ajuste na manufatura, dotando-o de propriedades adequadas para atender
a um requisito espec´ıfico de projeto (NETO; PARDINI, 2006). A comparac¸a˜o entre as propri-
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Figura 1: MQ-9 Reaper UAV de vigilaˆncia e ataque (AIRFORCE-TECHNOLOGY.COM, 2010).
edades de dois metais com as de materiais compo´sitos reforc¸ados com tecido ou arranjos de
fibras a 0o e 90o, ou seja, bidirecionais e com frac¸o˜es volume´tricas de fibras, Vf , entre 57 e
60% pode ser observada na Tabela 1.
Tabela 1: Propriedades de materiais estruturais convencionais e compo´sitos fibrosos bidire-
cionais (AGARWAL; BROUTMAN, 1990)
Mo´dulo de Resisteˆncia Densidade Mo´dulo Resisteˆncia
Vf Elasticidade Mecaˆnica ρ Espec´ıfico Espec´ıfica
Material % E (GPa) σu (GPa) (g/cm
3) (E/ρ) (σu/ρ)
Ac¸o doce 210 0,45-0,83 7,8 26,9 0,058-0,106
Alumı´nio
2024-T4 73 0,41 2,7 27 0,152
6061-T6 69 0,26 2,7 25 0,096
E-glass-epoxy 57 21,5 0,57 1,97 10,9 0,26
Kevlar 49-epoxy 60 40 0,65 1,40 29,0 0,46
Carbon fibre-epoxy 58 83 0,38 1,54 53,5 0,24
Boron-epoxy 60 106 0,38 2,00 53,0 0,19
O material compo´sito estrutural possui um certo grau de anisotropia devido a`s diferentes
propriedades de seus constituintes e a` orientac¸a˜o das fibras imersas na matriz, o que faz com
que sua ana´lise estrutural seja bem mais complexa. O atraso de mais de dois anos do voo
inaugural do Boeing 787 Dreamliner (Figura 3) e´ um exemplo de como pode ser complicado
projetar componentes com esse material. Em grande parte, esse atraso foi devido a problemas
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Figura 2: Pa´s de uma turbina eo´lica constru´ıdas com material compo´sito (VESTAS, 2010).
de projeto. Em situac¸o˜es como esta, os me´todos nume´ricos sa˜o largamente utilizados. Dentre
eles esta´ o Me´todo dos Elementos de Contorno (MEC) que e´ bastante utilizado por possuir,
entre outras caracter´ısticas, alta taxa de convergeˆncia em problemas com altos gradientes
(ALBUQUERQUE, 2001).
E´ importante para o dimensionamento de um componente que se tenha conhecimento de
suas propriedades. Ale´m disso, e´ importante tambe´m que se tenha um crite´rio para avaliar
se o material vira´ ou na˜o a falhar sob a ac¸a˜o de um determinado estado de tenso˜es. Para
materiais isotro´picos, crite´rios como o crite´rio de Tresca e o de Von Mises podem ser usados.
Para materiais compo´sitos, crite´rios espec´ıficos mais complexos foram desenvolvidos. Teorias
macromecaˆnicas de falha foram propostas atrave´s da extensa˜o e adaptac¸a˜o de teorias de
falha isotro´picas, fazendo com que estas considerem a anisotropia do compo´sito (HILL, 1947).
Primeiramente estas foram desenvolvidas com o u´nico objetivo de identificar a possibilidade
de falha. Pore´m, logo se percebeu a necessidade de incluir a previsa˜o do modo de falha, ou
seja, como o material compo´sito falha sob um estado de tenso˜es arbitra´rio. Devido a` interac¸a˜o
matriz-reforc¸o, esse tipo de material possui va´rios modos de falha que sa˜o determinantes na
mudanc¸a das propriedades e em uma eventual ana´lise da propagac¸a˜o de danos no material.
Esse segundo tipo de crite´rio se baseia em fenoˆmenos f´ısicos para a ana´lise (DANIEL; ISHAI,
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Figura 3: Aeronave civil da Companhia Ae´rea Boeing, 787 Dreamliner.
2006).
O presente trabalho efetua uma ana´lise nume´rica da falha em compo´sitos laminados
atrave´s da utilizac¸a˜o de um crite´rio baseado em fenoˆmenos f´ısicos, ale´m da ana´lise dos modos
de falha previstos.
1.2 Revisa˜o Bibliogra´fica
Os principais temas abordados nesta dissertac¸a˜o sa˜o a ana´lise estrutural nume´rica de
compo´sitos laminados usando o Me´todo dos Elementos de Contorno (MEC) com a aplicac¸a˜o
de um crite´rio de falha baseado em fenoˆmenos f´ısicos, com a posterior ana´lise do modo de
falha gerado. Entre os va´rios me´todos nume´ricos existentes, o MEC e´ um me´todo que possui
vantagens no que diz respeito a`s suas caracter´ısticas ba´sicas. Como exemplo, a discretizac¸a˜o
do problema se torna mais simples tendo em vista que e´ necessa´rio discretizar apenas o
contorno. O MEC tambe´m possui uma alta taxa de convergeˆncia em problemas com altos
gradientes, que e´ o caso de estruturas que possuem descontinuidades geome´tricas ou concen-
tradores de tensa˜o. Tambe´m possui algumas desvantagens e a principal delas para problemas
de elasticidade anisotro´pica e´ a dificuldade na obtenc¸a˜o de soluc¸o˜es fundamentais. Ape-
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sar desta dificuldade, va´rias formulac¸o˜es para materiais anisotro´picos foram desenvolvidas
utilizando o MEC. Entre as formulac¸o˜es de elasticidade plana pode-se citar Sollero e Alia-
badi (1993, 1995), Deb (1996), Albuquerque, Sollero e Aliabadi (2002, 2004) e Albuquerque,
Sollero e Fedelinski (2003a, 2003b).
Para se fazer uma ana´lise estrutural de um material compo´sito laminado e´ necessa´rio,
apo´s o ca´lculo das tenso˜es, avaliar as falhas e os respectivos danos causados na estrutura.
De maneira geral, um elemento estrutural falha quando deixa de realizar sua func¸a˜o ade-
quadamente. Portanto, a definic¸a˜o de falha pode variar para cada tipo de aplicac¸a˜o. No
caso dos materiais compo´sitos, de acordo com Agarwal e Broutman (1990), a falha pode se
dar das seguintes maneiras: quebra das fibras, microtrincamento da matriz, separac¸a˜o das
fibras da matriz (descolamento das fibras) e separac¸a˜o das laˆminas do laminado compo´sito
(delaminac¸a˜o). Para prever o estado de tensa˜o no qual as falhas ira˜o ocorrer, sa˜o utiliza-
dos experimentos que mostram os limites de resisteˆncia do material em carregamentos com
direc¸o˜es espec´ıficas. Com o conhecimento dos valores limites de tensa˜o do material, deve-se
aplicar um crite´rio de falha para avaliar se a falha do material ocorrera´ em um estado de
tensa˜o qualquer. O trabalho de Hill (1947), que sugere uma teoria para descrever em uma
escala macrosco´pica o escoamento e o fluxo pla´stico em um metal anisotro´pico (a anisotropia
considerada neste trabalho e´ aquela resultante de orientac¸a˜o preferencial), serviu de base
para que Azzi e Tsai (1965) desenvolvessem o conhecido crite´rio Tsai-Hill. Alguns anos de-
pois, Tsai e Wu (1971) desenvolveram o crite´rio Tsai-Wu, largamente utilizado atualmente
mas que, apesar da fa´cil implementac¸a˜o, na˜o permite identificar, sozinho, o modo de falha
sofrido pelo material. Este foi desenvolvido a partir de uma func¸a˜o escalar de dois tensores
de resisteˆncia, que satisfaz as condic¸o˜es dadas pelos invariantes a` transformac¸a˜o de coorde-
nadas e trata dos termos de interac¸a˜o como componentes independentes. Este crite´rio leva
em considerac¸a˜o as diferenc¸as entre as resisteˆncias em tenso˜es negativas e positivas e pode
ser especializado para diferentes tipos de simetria do material, espac¸o multi-dimensional e
tensa˜o multi-axial.
Segundo Hashin (1980), um crite´rio de falha ideal para compo´sitos fibrosos unidirecionais
e´ aquele que consegue distinguir entre os va´rios modos de falha e modelar cada um separada-
mente. A identificac¸a˜o de cada modo de falha, ainda segundo Hashin (1980), e´ indispensa´vel
para modelagem da propagac¸a˜o de danos. Por exemplo, atrave´s de uma ana´lise das tenso˜es
do laminado e´ poss´ıvel, utilizando-se um crite´rio desta natureza, dizer na˜o so´ que o material
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falhou mas tambe´m como o material falhou, se por ruptura da fibra, trincamento da matriz,
delaminac¸a˜o etc. Neste trabalho, Hashin estabeleceu um crite´rio de falha tridimensional
para compo´sitos fibrosos unidirecionais em termos de polinoˆmios quadra´ticos, os quais sa˜o
expressos em termos dos invariantes do estado de tensa˜o me´dio aplicado a materiais trans-
versalmente isotro´picos. Quatro diferentes modos de falha (modos de tensa˜o e compressa˜o da
fibra e da matriz) foram modelados separadamente. Isso resultou em uma superf´ıcie de falha
suave por partes. Anos antes, Hashin e Rotem (1973) introduziram um me´todo parcialmente
iterativo baseado nos modos de falha. Os modelos desenvolvidos ficaram conhecidos como
crite´rio de Hashin. Por nem sempre se ajustar aos dados experimentais, va´rios trabalhos su-
geriram mudanc¸as, dentre eles o trabalho de Puck e Schurmann (1998) que sugere um plano
de ac¸a˜o que leva em conta um aumento da resisteˆncia ao cisalhamento da matriz quando
existe uma tensa˜o normal transversal de compressa˜o moderada. A determinac¸a˜o do aˆngulo
de fratura e´ apresentada neste artigo.
Hinton e Soden (1998) realizaram um estudo no qual participaram va´rios pesquisadores
e que ficou conhecido como World Wide Failure Exercise (WWFE). Este estudo teve como
intenc¸a˜o apresentar uma descric¸a˜o compreensiva da maioria das teorias de falha dispon´ıveis
ate´ aquele momento e comparar as capacidades preditivas diretamente entre as teorias e
das teorias com dados experimentais. Em trabalho posterior, Puck e Schurmann (2002)
mostraram que seu crite´rio, conhecido como crite´rio de Puck, apresentava boa concordaˆncia
com os dados experimentais do WWFE. Pore´m, Da´vila, Camanho e Rose (2005) afirmam que
a abordagem semi-emp´ırica do crite´rio de Puck usa va´rios paraˆmetros na˜o f´ısicos do material
e que podem ser dif´ıceis de quantificar sem que se tenha um conhecimento aprofundado do
material.
De acordo com Da´vila, Camanho e Rose (2005), os mecanismos que levam a` falha em um
material compo´sito ainda na˜o esta˜o completamente entendidos, em especial a compressa˜o da
matriz e da fibra. O entendimento inadequado destes mecanismos e a dificuldade no desen-
volvimento de modelos dos modos de falha de fa´cil utilizac¸a˜o podem explicar as predic¸o˜es
imprecisas da maioria dos participantes do WWFE. Os resultados do exerc´ıcio indicam que
a predic¸a˜o da maioria das teorias difere significativamente das observac¸o˜es experimentais
ainda que estivessem analisando apenas laminados simples. Da´vila, Camanho e Rose (2005)
dizem ainda que a incerteza na predic¸a˜o da iniciac¸a˜o e da progressa˜o do dano em compo´sitos
sugere a necessidade de rever as teorias de falha existentes, avaliar sua capacidade e de-
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senvolver novas teorias se for necessa´rio. Seu trabalho descreve um novo conjunto de seis
crite´rios fenomenolo´gicos para predic¸a˜o da falha de laminados unidirecionais do tipo FRP
(Fibre Reinforced Polymer), tal trabalho ficou conhecido como LaRC03.
Em trabalhos posteriores Puck e Mannigel (2007) abordaram o problema do ponto de
vista da ana´lise das tenso˜es do laminado, descrevendo a influeˆncia do carregamento combi-
nado (σ2, τ21) com a tensa˜o normal σ2 atuando na deformac¸a˜o cisalhante γ21 e τ21 atuando na
deformac¸a˜o normal ε2. Melhorias nos modelos para o caso de fibras sob compressa˜o tambe´m
foram propostas em Pinho, Robinson e Iannucci (2009a, 2009b). Finalmente, trabalhos mais
recentes ((VELMURUGAN; SOLAIMURUGAN, 2007; LAFFAN et al., 2010a, 2010b)) desenvolve-
ram te´cnicas otimizadas de obtenc¸a˜o das propriedades de tenacidade a` fratura intralaminar
e interlaminar.
1.3 Descric¸a˜o do Presente Trabalho
Neste trabalho sera´ feita uma ana´lise das tenso˜es em laminados de materiais compo´sitos
utilizando o Me´todo dos Elementos de Contorno e, de posse desses resultados, sera´ aplicado
o crite´rio de falha LaRC03, verificando suas predic¸o˜es de falha e dos modos de falha para
laminados sob diferentes carregamentos. Sera˜o feitas tambe´m comparac¸o˜es entre os dados
experimentais e os valores obtidos com o crite´rio citado, ale´m de sua comparac¸a˜o com outras
teorias de falha.
No cap´ıtulo 2 sera˜o apresentadas as equac¸o˜es constitutivas para materiais compo´sitos
e, mais especificamente, para laminados multidirecionais e sime´tricos. No cap´ıtulo 3 sera´
apresentada a teoria referente a` elasticidade e ao Me´todo dos Elementos de Contorno para
materiais anisotro´picos. No cap´ıtulo 4 as teorias de falha sera˜o apresentadas, inclu´ındo a
teoria do crite´rio LaRC03. No cap´ıtulo 5 os resultados da aplicac¸a˜o dos crite´rios Tsai-
Wu, Puck e LaRC03 sera˜o mostrados. No cap´ıtulo 6 sera˜o feitas as considerac¸o˜es finais e
concluso˜es do trabalho, assim como propostas para trabalhos futuros.
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2 Equac¸o˜es Constitutivas para
Materiais Compo´sitos
2.1 Introduc¸a˜o
Os materiais compo´sitos, segundo Agarwal e Broutman (1990), podem ser considera-
dos como materiais consistindo de dois ou mais materiais quimicamente distintos, em escala
macrosco´pica, tendo uma interface que os separa. Comumente sa˜o formados por uma fase
descont´ınua envolvida por uma fase cont´ınua. A primeira, denominada reforc¸o ou material
de reforc¸o, e´ normalmente mais r´ıgida e resistente que a segunda, denominada matriz. Suas
propriedades sa˜o fortemente influenciadas pelos materiais dos quais sa˜o formados, pela dis-
tribuic¸a˜o destes materiais e pela interac¸a˜o entre eles. As propriedades do compo´sito podem
ser ponderadas pelas respectivas frac¸o˜es volume´tricas de seus constituintes, ou estes podem
interagir de tal maneira que as novas propriedades na˜o podem ser calculadas desta maneira.
Tendo isso em vista, ao se descrever um material compo´sito como um sistema, ale´m de
especificar as propriedades dos materiais constituintes, deve se especificar a geometria e a
orientac¸a˜o do reforc¸o em relac¸a˜o a um sistema de refereˆncia. A geometria do reforc¸o pode
ser descrita pela sua forma, tamanho e distribuic¸a˜o de tamanho. A forma das unidades
do reforc¸o podem ser, a`s vezes, aproximada por esferas ou cilindros. A forma, o tamanho,
juntamente com a concentrac¸a˜o sa˜o determinantes no n´ıvel de interac¸a˜o entre o reforc¸o e a
matriz.
2.2 Tipos e Classificac¸a˜o dos Materiais Compo´sitos
Muitos materiais compo´sitos tem sido fabricados com o intuito de se obter materiais
com melhores propriedades mecaˆnicas, f´ısicas e qu´ımicas. Dessa forma, uma boa maneira
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de classifica´-los e´ agrupando-os pelo mecanismo utilizado para melhorar a sua resisteˆncia.
Os materiais compo´sitos formados por duas fases sa˜o enta˜o classificados em treˆs grandes
categorias que dependem do tipo, da geometria e da orientac¸a˜o do reforc¸o. Sa˜o os compo´sitos
particulados, compo´sitos descont´ınuos ou de pequenas fibras e compo´sitos de fibra cont´ınua
(AGARWAL; BROUTMAN, 1990).
Compo´sitos particulados consistem de part´ıculas de va´rias formas e tamanhos que esta˜o
aleatoriamente dispersas na matriz. Em virtude destas caracter´ısticas, este tipo de compo´sito
pode ser considerado como sendo quasi-homogeˆneo e quasi-isotro´pico em uma escala muito
maior que o tamanho da part´ıcula e de seu espac¸amento. Sa˜o exemplos deste tipo de material:
o concreto, o vidro reforc¸ado com flocos de mica, pol´ımeros fra´geis reforc¸ados com part´ıculas
com propriedades pro´ximas a de borrachas, part´ıculas de chumbo em ligas de cobre para
melhorar a usinabilidade etc. Os compo´sitos descont´ınuos conte´m pequenas fibras, nanotu-
bos ou ”whiskers”como reforc¸o. Essas pequenas fibras, que possuem alta raza˜o de aspecto,
podem ser ou na˜o aleatoriamente orientadas. Por isso um material deste tipo pode ser quasi-
isotro´pico (fibras aleatoriamente orientadas), ou ser anisotro´pico ou, mais especificamente,
ortotro´pico (fibras orientadas). Nanocompo´sitos reforc¸ados com nanotubos de carbono sa˜o
exemplos desta categoria. Os compo´sitos do terceiro tipo sa˜o reforc¸ados por fibras longas e
cont´ınuas que sa˜o as mais eficiente do ponto de vista de rigidez e resisteˆncia. Estas fibras po-
dem ser todas paralelas (compo´sito fibroso unidirecional), podem ser orientadas em aˆngulos
retos em relac¸a˜o umas as outras (compo´sito ”cross ply´´), ou podem ser orientados em va´rias
direc¸o˜es (compo´sito fibroso multidirecional). Este u´ltimo caso pode ser caracterizado como
um material quasi-isotro´pico, dependendo das direc¸o˜es da fibra e de sua distribuic¸a˜o.
Ale´m da classificac¸a˜o pelo tipo de fibra, os compo´sitos podem ainda ser classificados pelo
tipo da matriz usada: polime´ricas, meta´licas, ceraˆmicas e feitas de carbono. Compo´sitos de
matriz polime´rica incluem as resinas termofixas (epoxy, polie´ster), ou termopla´sticas (po-
lisulfona) reforc¸adas com fibras de vidro, carbono, aramida ou aquelas feitas de boro. De
maneira geral, sa˜o usadas em aplicac¸o˜es em que as temperaturas sa˜o relativamente baixas.
Compo´sitos de matriz meta´lica consistem de metais ou ligas (alumı´nio, magne´sio, titaˆnio, co-
bre) reforc¸ados com fibras de boro, carbono ou ceraˆmica. Seu limite ma´ximo de temperatura
e´ determinado pela temperatura de fusa˜o da matriz meta´lica. Compo´sitos de matriz ceraˆmica
sa˜o formados por uma matriz ceraˆmica que pode ser o o´xido de alumı´nio, vitroceraˆmicas e
compostos de s´ılicio. Este tipo e´ reforc¸ado com fibras tambe´m de ceraˆmica e se adaptam bem
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em aplicac¸o˜es de altas temperaturas. Compo´sitos Carbono/carbono sa˜o formados de uma
matrix de carbono ou grafite reforc¸ada com fios ou tramas de fibras de carbono. Eles possuem
propriedades singulares, tais como: relativa alta rigidez e resisteˆncia a altas temperaturas,
agregado ao baixo coeficiente de expansa˜o te´rmica e a` baixa densidade. Ale´m dos tipos des-
critos ate´ aqui, existem tambe´m os compo´sitos laminados que consistem de finas camadas
unidas, tais como os bimetais, metais folheados, madeira compensada, fo´rmica e muitos ou-
tros. Neste trabalho estudaremos compo´sitos de fibras cont´ınuas, mais especificamente os
compo´sitos laminados (DANIEL; ISHAI, 2006).
Uma laˆmina e´ uma camada plana (ou curva) de fibras unidirecionalmente dispostas ou na
forma de tecidos. A laˆmina e´ um material ortotro´pico com os eixos principais na direc¸a˜o das
fibras (longitudinal), normal a`s fibras no plano da laˆmina (transversal) e normal ao plano da
laˆmina. Esses eixos, conforme a Figura 4, sa˜o denominados 1, 2 e 3, respectivamente. Ja´ um
laminado e´ feito de duas ou mais laˆminas unidirecionais empilhadas em va´rias orientac¸o˜es.
As laˆminas podem ter va´rias espessuras e consistir de diferentes materiais. Considerando
que a orientac¸a˜o dos eixos principais varia de laˆmina para laˆmina, e´ mais conveniente ana-
lisar os laminados usando um sistema de coordenadas fixo, como mostrado na Figura 5. A
orientac¸a˜o de uma laˆmina e´ dada pelo aˆngulo entre o eixo de refereˆncia x e a direc¸a˜o das
fibras (1) da laˆmina em questa˜o, medido no plano x−y de refereˆncia em sentido anti-hora´rio.
Compo´sitos laminados que conte´m laˆminas de dois ou mais tipos de material sa˜o conhecidas
como compo´sitos h´ıbridos. Laminados compo´sitos sa˜o designados indicando o nu´mero, tipo,
orientac¸a˜o e sequeˆncia de empilhamento das va´rias laˆminas.
Figura 4: Laˆmina ortotro´pica no plano (1, 2).
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2.3 Ana´lise Estrutural de Materiais Compo´sitos
Materiais compo´sitos podem ser vistos e analisados em diferentes n´ıveis e escalas: na
escala micro, ou seja, da fibra e matriz, na escala meso, ou seja do ponto de vista da laˆmina e
do laminado, ou na escala macro, considerando o material homogeˆneo e sob os carregamentos
de projeto (TSAI, 2008).
Na escala micro, a escala de observac¸a˜o e´ da ordem do diaˆmetro da fibra, do tamanho
da part´ıcula ou dos interst´ıcios da matriz entre os reforc¸os. A micromecaˆnica e´ o estudo da
interac¸a˜o entre os constituintes em um n´ıvel microsco´pico. Trata dos estados de tensa˜o e
deformac¸a˜o dos constituintes e de falhas locais, tais como falha da fibra (trac¸a˜o, flambagem,
quebra), falha da matriz (trac¸a˜o, compressa˜o, cisalhamento) e falha interfacial (descolamento
da fibra, matriz e da interface, delaminac¸a˜o). A micromecaˆnica e´ particularmente importante
no estudo das propriedades ela´sticas e dos mecanismos de falha e resisteˆncia, tenacidade a`
fratura, vida em fadiga, os quais sa˜o fortemente influenciados por caracter´ısticas locais que
na˜o podem ser integradas ou tomadas com seu valor me´dio. A micromecaˆnica tambe´m per-
mite a predic¸a˜o do comportamento me´dio no n´ıvel da laˆmina, como func¸a˜o das propriedades
dos constituintes e das condic¸o˜es locais, bem como a avaliac¸a˜o da qualidade dos compo´sitos
atrave´s da determinac¸a˜o da frac¸a˜o volume´trica de vazios (DANIEL; ISHAI, 2006).
Na escala meso e´ normalmente mais ra´pido e eficiente considerar o material homogeˆneo,
apesar de anisotro´pico, e usar propriedades me´dias na ana´lise. Esse tipo de ana´lise e´ cha-
mada mesomecaˆnica e considera a laˆmina unidirecional como um material anisotro´pico quasi-
homogeˆneo com suas pro´prias propriedades me´dias de rigidez e resisteˆncia. Crite´rios de
falha podem ser expressos em termos da tensa˜o me´dia e da resisteˆncia da laˆmina sem fa-
zer refereˆncia a qualquer mecanismo de falha em particular. Esta abordagem, que assume
continuidade do material, e´ recomendada no estudo geral do comportamento ela´stico, vis-
coela´stico ou higrote´rmico de compo´sitos laminados e estruturas. Na escala macro, a ana´lise
e´ aplicada na forma da teoria do laminado, com seu comportamento geral descrito como uma
func¸a˜o das propriedades da laˆmina e da sequeˆncia de empilhamento. Esta e´ a abordagem
macromecaˆnica, onde me´todos como o dos elementos finitos ou dos elementos de contorno,
juntamente com a teoria dos laminados, podem prever o comportamento ela´stico da estrutura
assim como o estado de tensa˜o em cada laˆmina.
As propriedades ba´sicas de uma laˆmina para a utilizac¸a˜o na abordagem mesomecaˆnica
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necessa´rias para ana´lise e projeto sa˜o as propriedades me´dias da laˆmina. As propriedades e
a convenc¸a˜o adotada esta˜o resumidas na Tabela 2.
Tabela 2: Propriedades mecaˆnicas e de resisteˆncia utilizadas na abordagem mesomecaˆnica
Notac¸a˜o Descric¸a˜o das propriedades
E1, E2, E3 Mo´dulos de elasticidade nas direc¸o˜es principais 1,2 e 3
G12, G23, G13 Mo´dulos de cisalhamento nos planos 1− 2, 2− 3 e 1− 3
ν12, ν23, ν13 Coeficientes de Poisson
XT , Y T , ZT Resisteˆncias a trac¸a˜o nas direc¸o˜es principais
XC , Y C , ZC Resisteˆncias a compressa˜o nas direc¸o˜es principais
S12, S23, S13 Resisteˆncias ao cisalhamento nas direc¸o˜es principais
2.3.1 Comportamento Ela´stico da Laˆmina de Compo´sito
Uma laˆmina bidimensional no plano (1,2), na qual as fibras esta˜o imersas numa matriz
e alinhadas unidirecionalmente (Figura 4), e´ ortotro´pica e sua relac¸a˜o tensa˜o deformac¸a˜o e´
dada por (DANIEL; ISHAI, 2006):

σ1
σ2
τ6
 =

Q11 Q12 0
Q12 Q22 0
0 0 Q66


ε1
ε2
γ6
 , (2.1)
onde Qij sa˜o as componentes da matriz de rigidez, ou seja:
Q = [Qij] = [aij]
−1. (2.2)
Em termos das constantes de engenharia, as componentes do tensor de rigidez podem ser
escritas como:
Q11 = E1/(1− ν12ν21), Q22 = E2/(1− ν12ν21),
Q66 = G12, Q16 = Q26 = 0,
Q12 = ν21E1/(1− ν12ν21) = ν12E2/(1− ν12ν21).
(2.3)
Sendo a laˆmina ortotro´pica, esta fica completamente caracterizada com quatro constantes
ela´sticas independentes: os mo´dulos de elasticidade longitudinais E1 e E2 nas direc¸o˜es 1 e 2,
respectivamente, o mo´dulo de elasticidade transversal G12 e a raza˜o de Poisson ν12. A quinta
constante ela´stica, ν21, pode ser determinada pela relac¸a˜o constitutiva, devido a simetria da
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matriz Q,
ν21E1 = ν12E2. (2.4)
Muitas vezes os eixos principais da laˆmina (1 2) na˜o sa˜o coincidentes com os eixos do
laminado (x y). Quando isto ocorre, a relac¸a˜o constitutiva para cada laˆmina individual deve
ser transformada para o eixo de refereˆncia do laminado (Figura 5) para enta˜o se determinar a
relac¸a˜o constitutiva. Para que esta transformac¸a˜o seja feita, basta que os tensores de tensa˜o
e deformac¸a˜o sejam multiplicados pela matriz de transformac¸a˜o, ou seja:

σx
σy
τs
 = T

σ1
σ2
τ6
 , (2.5)

εx
εy
γs
 = T

ε1
ε2
γ6
 , (2.6)
onde [σ]x,y e [ε]x,y sa˜o tensores de tensa˜o e deformac¸a˜o, respectivamente, escritos no sistema
de refereˆncia do laminado, σij e εij sa˜o os mesmos tensores escritos no sistema de refereˆncia
da laˆmina e T e´ a matriz de transformac¸a˜o dada por:
T =

m2 n2 2mn
n2 m2 −2mn
−mn mn m2 − n2
 , (2.7)
sendo
m = cos θ, (2.8)
n = sen θ. (2.9)
Conve´m observar que a matriz inversa T−1 pode ser obtida pela substituic¸a˜o do aˆngulo
positivo θ, conforme Figura 5, pelo aˆngulo negativo −θ. A equac¸a˜o constitutiva pode ser
escrita da forma:
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Figura 5: Sistemas de coordenadas da laˆmina (1 2) e do laminado (x y).

σx
σy
τs
 = T
−1Q(T−1)′

εx
εy
γs
 , (2.10)
onde (T−1)′ representa a matriz transposta da matriz inversa de T e
T−1 = T(−θ) =

m2 n2 −2mn
n2 m2 2mn
mn −mn m2 − n2
 . (2.11)
Multiplicando-se as matrizes da equac¸a˜o (2.10), tem-se:

σx
σy
τs
 =

Qxx Qxy Qxs
Qyx Qyy Qys
Qsx Qsy Qss


εx
εy
γs
 , (2.12)
onde
Qxx = m
4Q11 + n
4Q22 + 2m
2n2Q12 + 4m
2n2Q66,
Qyy = n
4Q11 +m
4Q22 + 2m
2n2Q12 + 4m
2n2Q66,
Qss = m
2n2Q11 +m
2n2Q22 +
(
m4 + n4
)
Q12 − 4m2n2Q66,
Qxs = m
3nQ11 −mn3Q22 −mn
(
m2 − n2
)
Q12 − 2mn
(
m2 − n2
)
Q66,
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Qys = m
3nQ11 −mn3Q22 +mn
(
m2 − n2
)
Q12 + 2mn
(
m2 − n2
)
Q66,
Qss = m
2n2Q11 −m2n2Q22 − 2m2n2Q12 +
(
m2 − n2
)2
Q66.
(2.13)
A matriz [Q]x,y e´ completamente preenchida, sendo que das seis constantes ela´sticas que
governam o comportamento da laˆmina, duas, Qxs e Qys, sa˜o combinac¸o˜es lineares das outras
quatro. No sistema de coordenadas transformado, a laˆmina e´ dita geralmente ortotro´pica, e
a matriz [Q]x,y e´ ana´loga a` matriz Q de laˆminas totalmente anisotro´picas (Qxs 6= 0, Qys 6= 0).
Quando se tem Q16 = Q26 = 0 diz-se que o material e´ especialmente ortotro´pico.
2.3.2 Comportamento Ela´stico de Laminados Multidirecionais
O comportamento geral de um laminado multidirecional e´ func¸a˜o das propriedades, das
espessuras e da sequeˆncia de empilhamento das camadas individuais. A assim conhecida
Teoria cla´ssica de Laminac¸a˜o preveˆ o comportamento do laminado dentro das suposic¸o˜es e
restric¸o˜es:
1. Cada laˆmina e´ quasi-homogeˆnea, ortotro´pica para θ = 0 e anisotro´pica pra θ 6= 0;
2. O laminado e´ fino com dimenso˜es laterais bem maiores que sua espessura e carregado
apenas no seu plano, ou seja, o laminado e as laˆminas esta˜o em estado plano de tenso˜es;
3. Todos os deslocamentos sa˜o pequenos quando comparados com a espessura do laminado;
4. Os deslocamentos no plano variam linearmente atrave´s da espessura do laminado;
5. Linhas retas normais a` superf´ıcie me´dia antes da deformac¸a˜o permanecem retas e nor-
mais apo´s a deformac¸a˜o da superf´ıcie;
6. As relac¸o˜es deformac¸a˜o-deslocamento e tensa˜o-deformac¸a˜o sa˜o lineares;
7. As distaˆncias normais a partir da superf´ıcie me´dia permanecem constantes.
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2.3.3 Relac¸o˜es Deformac¸a˜o-Deslocamento de Laminados Multidi-
recionais
Nesta sec¸a˜o sera´ demonstrada a relac¸a˜o deformac¸a˜o-deslocamento para laminados mul-
tidirecionais. A formulac¸a˜o aqui apresentada possibilita a ana´lise de laminados sime´tricos
e na˜o sime´tricos, pore´m neste trabalho, apenas laminados sime´tricos com carregamentos no
plano sera˜o analisados. A Figura 6 mostra a secc¸a˜o de um laminado normal ao eixo y antes e
apo´s a deformac¸a˜o. O plano x−y equidistante das superf´ıcies superior e inferior do laminado
e´ conhecido como plano me´dio ou plano de refereˆncia, no qual z = 0. Os deslocamentos no
plano de refereˆncia u0 e v0 nas direc¸o˜es x e y e o deslocamento fora do plano w na direc¸a˜o z
sa˜o func¸o˜es apenas de x e y:
Figura 6: Laˆmina antes e apo´s a deformac¸a˜o (DANIEL; ISHAI, 2006).
u0 = u0 (x, y) , (2.14)
v0 = v0 (x, y) ,
w = f (x, y) .
As rotac¸o˜es das secc¸o˜es transversais em relac¸a˜o aos eixos x e y, respectivamente, sa˜o:
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αx =
∂w
∂x
, (2.15)
αy =
∂w
∂y
.
Os deslocamentos no plano do ponto B de coordenada zb, nas direc¸o˜es x e y, respectiva-
mente, sa˜o:
ub = u0 − αxzb, (2.16)
vb = v0 − αyzb
e, de maneira geral, para −t/2 ≤ z ≤ t/2 em um laminado de espessura t:
u = u0 − z∂w
∂x
, (2.17)
v = v0 − z∂w
∂y
,
onde z e´ a coordenada na espessura do laminado de um ponto gene´rico da secc¸a˜o trans-
versal. Para pequenos deslocamentos, as relac¸o˜es cla´ssicas de deformac¸a˜o-deslocamento da
elasticidade produzem:
εx =
∂u
∂x
=
∂u0
∂x
− z∂
2w
∂x2
, (2.18)
εy =
∂v
∂y
=
∂v0
∂y
− z∂
2w
∂y2
,
εs =
∂u
∂y
+
∂v
∂x
=
∂u0
∂y
+
∂v0
∂x
− 2z ∂
2w
∂x∂y
.
Observando que as componentes de deformac¸a˜o no plano de refereˆncia sa˜o expressas
como:
18
ε0x =
∂u0
∂x
, (2.19)
ε0y =
∂v0
∂y
,
ε0s =
∂u0
∂y
+
∂v0
∂x
,
e as curvaturas do laminado como:
κx =
∂2w0
∂x2
, (2.20)
κy =
∂2w0
∂y2
,
κxy = −2 ∂
2w
∂x∂y
,
pode-se relacionar as deformac¸o˜es em qualquer ponto no laminado a`s deformac¸o˜es no plano
de refereˆncia e a`s curvaturas do laminado da seguinte maneira:

εx
εy
εs
 =

ε0x
ε0y
ε0s
+ z

κx
κy
κs
 . (2.21)
Considere uma camada individual k no laminado multidirecional cujo plano me´dio esta´ a
uma distaˆncia zk do plano de refereˆncia do laminado, de acordo com a Figura 7. As relac¸o˜es
tensa˜o deformac¸a˜o para esta camada em relac¸a˜o aos eixos do material sa˜o:
σ11
σ22
τ12
 =

Q11 Q12 0
Q12 Q22 0
0 0 Q66


ε11
ε22
γ12
 (2.22)
e apo´s a transformac¸a˜o para o sistema de coordenadas do laminado,
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Figura 7: Camada k no laminado multidirecional.

σx
σy
τs

k
=

Qxx Qxy Qxs
Qyx Qyy Qys
Qsx Qsy Qss

k

εx
εy
γs

k
. (2.23)
Substituindo as expresso˜es para as deformac¸o˜es da Equac¸a˜o (2.21), obte´m-se:

σx
σy
τs

k
=

Qxx Qxy Qxs
Qyx Qyy Qys
Qsx Qsy Qss

k

ε0x
ε0y
γ0s
+ z

Qxx Qxy Qxs
Qyx Qyy Qys
Qsx Qsy Qss

k

κx
κy
κs
 . (2.24)
Das Equac¸o˜es (2.21) e (2.24) e´ visto que, apesar das deformac¸o˜es terem uma variac¸a˜o
linear atrave´s da espessura, a tensa˜o na˜o o tem. Devido a variac¸a˜o da matriz [Q]x,y de camada
para camada, as tenso˜es tambe´m variam de forma descont´ınua. Pore´m, em muitas aplicac¸o˜es
o gradiente de tenso˜es entre as camadas e´ desconsiderado. A tenso˜es me´dias em cada laˆmina
sa˜o determinadas utilizando as deformac¸o˜es no plano de refereˆncia ε0, as curvaturas κ do
laminado, a localizac¸a˜o do plano me´dio na espessura, zk (−t/2 ≤ zk ≤ t/2), e as matrizes de
rigidez tranformadas [Q]x,y.
Por causa da variac¸a˜o descont´ınua das tenso˜es de laˆmina para laˆmina, e´ mais conveniente
lidar com o efeito integrado dessas tenso˜es no laminado. Dessa forma, procura-se relacionar
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as forc¸as e momentos a` deformac¸a˜o do laminado. As tenso˜es atuando na camada k dadas
pela Equac¸a˜o (2.24) podem ser substitu´ıdas pelas resultantes das forc¸as e momentos, como
mostrado na Figura 8:
Figura 8: Elemento contendo forc¸as e momentos resultantes em um laminado.
Nkx =
∫ t/2
−t/2
σxk dz, (2.25)
Nky =
∫ t/2
−t/2
σyk dz,
Nks =
∫ t/2
−t/2
τsk dz,
e
Mkx =
∫ t/2
−t/2
σxkz dz, (2.26)
Mky =
∫ t/2
−t/2
σykz dz,
Mks =
∫ t/2
−t/2
τskz dz.
No caso de um laminado de va´rias camadas, as resultantes de tenso˜es e de momentos sa˜o
obtidas pelo somato´rio dos efeitos de todas as camadas. Assim, para um laminado como o
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da Figura 9 de n laˆminas, a forc¸a e os momentos resultantes sa˜o obtidos como:
Nx
Ny
Ns
 =
n∑
k=1
∫ zk
zk−1

σx
σy
τs

k
dz, (2.27)
e 
Mx
My
Ms
 =
n∑
k=1
∫ zk
zk−1

σx
σy
τs

k
zdz, (2.28)
onde zk e zk−1 sa˜o as coordenadas das superf´ıcies superior e inferior da camada k. Substituindo
Figura 9: Laminado multidirecional com a notac¸a˜o das coordenadas para as laˆminas indivi-
duais (DANIEL; ISHAI, 2006).
a Equac¸a˜o (2.24) nas Equac¸o˜es (2.27) e (2.28), obte´m-se:

Nx
Ny
Ns
 =
n∑
k=1


Qxx Qxy Qxs
Qyx Qyy Qys
Qsx Qsy Qss

k

ε0x
ε0y
γ0s

∫ zk
zk−1
dz +

Qxx Qxy Qxs
Qyx Qyy Qys
Qsx Qsy Qss

k

κx
κy
κs

∫ zk
zk−1
z dz
 ,
(2.29)
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e
Mx
My
Ms
 =
n∑
k=1


Qxx Qxy Qxs
Qyx Qyy Qys
Qsx Qsy Qss

k

ε0x
ε0y
γ0s

∫ zk
zk−1
z dz +

Qxx Qxy Qxs
Qyx Qyy Qys
Qsx Qsy Qss

k

κx
κy
κs

∫ zk
zk−1
z2 dz
 .
(2.30)
Nas expresso˜es (2.29) e (2.30) a matriz de rigidez, as deformac¸o˜es no plano me´dio de
refereˆncia ε0 e as curvaturas κ podem ser colocados para fora da operac¸a˜o de integrac¸a˜o pois
na˜o sa˜o func¸a˜o de z. Destas, apenas a matriz de rigidez possui valores diferentes para cada
laˆmina. Desta forma, as Equac¸o˜es (2.29) e (2.30) podem ser escritas como:
[N ]x,y =
[
n∑
k=1
[Q]kx,y
∫ zk
zk−1
dz
] {
ε0
}
x,y
+
[
n∑
k=1
[Q]kx,y
∫ zk
zk−1
zdz
]
{κ}x,y (2.31)
=
[
n∑
k=1
[Q]kx,y(zk − zk−1)
] {
ε0
}
x,y
+
[
1
2
n∑
k=1
[Q]kx,y(z
2
k − z2k−1)
]
{κ}x,y
= [A]
{
ε0
}
x,y
+ [B] {κ}x,y
e
[M ]x,y =
[
1
2
n∑
k=1
[Q]kx,y(z
2
k − z2k−1)
] {
ε0
}
x,y
+
[
1
3
n∑
k=1
[Q]kx,y(z
3
k − z3k−1)
]
{κ}x,y (2.32)
= [B]
{
ε0
}
x,y
+ [D] {κ}x,y ,
nas quais:
Aij =
n∑
k=1
Qkx,y(zk − zk−1),
Bij =
1
2
n∑
k=1
Qkx,y(z
2
k − z2k−1), (2.33)
Dij =
1
3
n∑
k=1
Qkx,y(z
3
k − z3k−1).
Assim, as relac¸o˜es resultantes de tenso˜es-deformac¸a˜o e resultantes de momento-deformac¸a˜o
no plano de refereˆncia (plano me´dio), ficam:
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
Nx
Ny
Ns
 =

Axx Axy Axs
Ayx Ayy Ays
Asx Asy Ass


ε0x
ε0y
γ0s
+

Bxx Bxy Bxs
Byx Byy Bys
Bsx Bsy Bss


κx
κy
κs
 , (2.34)

Mx
My
Ms
 =

Bxx Bxy Bxs
Byx Byy Bys
Bsx Bsy Bss


ε0x
ε0y
γ0s
+

Dxx Dxy Dxs
Dyx Dyy Dys
Dsx Dsy Dss


κx
κy
κs
 . (2.35)
As relac¸o˜es aqui descritas sa˜o expressas em termos de treˆs matrizes de rigidez do laminado,
[A], [B], e [D], as quais sa˜o func¸o˜es da geometria, propriedades do material e sequeˆncia de
empilhamento das laˆminas individuais. Elas representam as propriedades ela´sticas me´dias
do laminado multidirecional, em relac¸a˜o ao plano me´dio de refereˆncia, com os seguintes
significados:
• Aij e´ a matriz de rigidez extensional do laminado, que relaciona carregamentos no plano
a`s deformac¸o˜es no plano;
• Bij e´ a matriz de acoplamento do laminado, que relaciona carregamento no plano a`s
curvaturas e momentos a`s deformac¸o˜es no plano. Desta maneira se Bij 6= 0 forc¸as apli-
cadas no plano produzem curvaturas de flexa˜o e torc¸a˜o ale´m de deformac¸o˜es no plano.
Momentos produzem deformac¸o˜es extensionais e de cisalhamento, ale´m de curvaturas
de flexa˜o e torc¸a˜o;
• Dij e´ a matriz de rigidez flexional do laminado relacionando momentos a`s curvaturas.
2.3.4 Comportamento Ela´stico de Laminados Sime´tricos
Laminados sime´tricos sa˜o aqueles cujas laˆminas sa˜o montadas de maneira que haja um
plano me´dio em relac¸a˜o ao qual, para cada laˆmina de um lado deste plano, existe uma outra,
ideˆntica em propriedade, espessura e orientac¸a˜o, localizada a mesma distaˆncia pore´m do
outro lado deste plano me´dio (Figura 10). Esta simetria ocorre tanto na geometria quanto
em suas propriedades. Devido a isso, os laminados sime´tricos apresentam uma equac¸a˜o
constitutiva mais simples, e por serem mais facilmente analisados, sa˜o de utilizac¸a˜o bastante
24
comum em estruturas. Esta facilidade de ana´lise vem do fato de que, uma vez que Bij = 0,
na˜o ha´ acoplamento entre carregamentos no plano e deformac¸o˜es (curvaturas) fora deste.
A hipo´tese inicial sobre a qual os laminados sime´tricos podem ser tratados pela formulac¸a˜o
Figura 10: Laminado sime´trico com laˆminas de mesma orientac¸a˜o e propriedades em coor-
denadas equivalentes k e k′.
aqui apresentada e´ que as deformac¸o˜es, devido a carregamentos no plano, em qualquer reta
perpendicular ao plano x y sejam as mesmas em toda a espessura do laminado. Isto equivale
a dizer que as laˆminas encontram-se perfeitamente coladas (na˜o ha´ escorregamentos entre
uma laˆmina e outra).
As relac¸o˜es entre as resultantes de tenso˜es e deformac¸o˜es no plano me´dio em um laminado
sime´trico podem ser obtidas a partir da Equac¸a˜o (2.34) e observando que Bij = 0, resulta
em: 
Nx
Ny
Ns
 =

Axx Axy Axs
Ayx Ayy Ays
Asx Asy Ass


ε0x
ε0y
γ0s
 . (2.36)
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3 Me´todo dos Elementos de
Contorno Para Elasticidade
Anisotro´pica
3.1 Elasticidade Anisotro´pica
Considerando um elemento infinitesimal dentro de um domı´nio Ω, o equil´ıbrio de forc¸as
no sistema de coordenadas ortogonal pode ser expresso por:
σij,j + bi = 0. (3.1)
Por sua vez, o equil´ıbrio de momentos e´ expresso por:
σij = σji, (3.2)
onde σij e´ o tensor de tenso˜es e bi e´ o vetor de forc¸as de corpo.
O vetor de forc¸as de superf´ıcie ti em um ponto no contorno Γ de um domı´nio Ω e´ expresso
na forma:
ti = σijnj, (3.3)
onde nj e´ o vetor normal do contorno Γ no ponto.
Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas sa˜o assumidos como
infinitesimais. O tensor de deformac¸a˜o, considerando deslocamentos infinitesimais, pode ser
escrito como:
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εkl =
1
2
(uk,l + ul,k) . (3.4)
Para assegurar a unicidade dos deslocamentos, as componentes do tensor de deformac¸o˜es
na˜o podem ser designadas arbitrariamente, devendo satisfazer certas condic¸o˜es de compati-
bilidade e integrabilidade. A equac¸a˜o de compatibilidade e´ dada por:
εij,kl + εkl,ij − εik,jl − εjl,ik = 0, (3.5)
que no caso bidimensional e´ reduzida a` forma:
ε11,22 + ε22,11 = ε12,12. (3.6)
No caso de material ela´stico linear, a relac¸a˜o entre o tensor de tenso˜es com o tensor de
deformac¸o˜es e´ escrita, na sua forma mais geral, como:
σij = Cijklεkl, (3.7)
sendo o coeficiente de linearidade Cijkl um tensor de quarta ordem (81 elementos) conhecido
como tensor de constantes ela´sticas. Devido a`s restric¸o˜es de simetria dos tensores de tensa˜o
σij e de deformac¸a˜o εkl, tem-se que:
Cijkl = Cjikl, Cijkl = Cijlk. (3.8)
A condic¸a˜o para a existeˆncia de uma func¸a˜o energia de deformac¸a˜o tambe´m requer que:
Cijkl = Cklji. (3.9)
Estas considerac¸o˜es reduzem o nu´mero de constantes ela´sticas de 81 para 21. Como
as direc¸o˜es das tenso˜es principais na˜o coincidem necessariamente com as direc¸o˜es das de-
formac¸o˜es principais, apenas 18, das 21 constantes sa˜o independentes (LEKHNITSKII, 1963).
Considerando as 21 constantes ela´sticas, a Equac¸a˜o (3.7) pode ser escrita na forma ma-
tricial como:
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
σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12

=

C1111 C1122 C1133 C1123 C1113 C1112
C1122 C2222 C2233 C2223 C2213 C2212
C1133 C2233 C3333 C3323 C3313 C3312
C1123 C2223 C3323 C2323 C2313 C2312
C1113 C2213 C3313 C2313 C1313 C1312
C1112 C2212 C3312 C2312 C1312 C1212


ε11
ε22
ε33
2ε23
2ε13
2ε12

. (3.10)
A Equac¸a˜o (3.7) tambe´m pode ser escrita na forma:
εij = Sijklσkl, (3.11)
onde Sijkl e´ um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de flexibilidade, que, devido
a`s mesmas razo˜es do tensor de constantes ela´sticas, possui 21 elementos, dos quais apenas
18 sa˜o independentes.
A Equac¸a˜o (3.11) pode ser escrita na forma matricial como:

ε11
ε22
ε33
2ε23
2ε13
2ε12

=

S1111 S1122 S1133 2S1123 2S1113 2S1112
S1122 S2222 S2233 2S2223 2S2213 2S2212
S1133 S2233 S3333 2S3323 2S3313 2S3312
2S1123 2S2223 2S3323 4S2323 4S2313 4S2312
2S1113 2S2213 2S3313 4S2313 4S1313 4S1312
2S1112 2S2212 2S3312 4S2312 4S1312 4S1212


σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12

. (3.12)
Usando a notac¸a˜o tensorial reduzida, proposta por Lekhnitskii (1963), a Equac¸a˜o (3.12)
pode ser escrita como:

ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6

=

a11 a12 a13 a14 a15 a16
a12 a22 a23 a24 a25 a26
a13 a23 a33 a34 a35 a36
a14 a24 a34 a44 a45 a46
a15 a25 a35 a45 a55 a56
a16 a26 a36 a46 a56 a66


σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6

, (3.13)
onde
28

ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6

=

ε11
ε22
ε33
2ε23
2ε13
2ε12

(3.14)
e

σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6

=

σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12

. (3.15)
Os coeficientes ela´sticos podem ser expressos em termos de constantes de engenharia
como (LEKHNITSKII, 1963):
a11 = 1/E1, a12 = ν12/E1 = −ν21/E2,
a13 = −ν31/E1 = −ν13/E3, a14 = η23,1/E1 = η1,23/G23,
a15 = η32,1/E1 = η1,32/G23, a16 = η12,1/E1,
a22 = 1/E2, a23 = ν32/E2 = −ν23/E3,
a24 = η23,1/E2 = ν23,3/G23, a25 = η31,2/E2 = η2,31/G13,
a26 = η12,2/E2 = η2,12/G12, a33 = 1/E3,
a34 = η23,3/E3 = η3,23/G23, a35 = η31,1/E3 = η3,31/G13,
a36 = η12,3/E3 = η3,12/G12, a44 = 1/G23,
a45 = ζ32,23/G23 = ζ23,31/G13, a46 = ζ12,23/G23 = ζ23,12/G12,
a55 = 1/G13, a56 = ζ12,31/G13 = ζ31,12/G12,
a66 = 1/G12,
(3.16)
onde Ek sa˜o os mo´dulos de elasticidade longitudinais, ou mo´dulos de Young, referindo-se aos
eixos xk, Gij sa˜o os mo´dulos de elasticidade transversais, ou mo´dulos de Coulomb, para os
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planos definidos pelos eixos xixj. Os coeficientes νij sa˜o chamados coeficientes de Poisson. As
constantes ηjk,l sa˜o denominadas de coeficientes de influeˆncia mu´tua de primeira espe´cie que
caracterizam extenso˜es nas direc¸o˜es dos eixos principais, produzidas por tenso˜es tangenciais
agindo nos planos principais. As constantes ηl,jk sa˜o os coeficientes de influeˆncia mu´tua de
segunda espe´cie, que expressam deformac¸o˜es tangenciais nos planos principais, causadas pelas
tenso˜es normais atuantes nos planos principais. Por fim, ζij,kl sa˜o os coeficientes de Chentsov,
que caracterizam as deformac¸o˜es tangenciais em planos paralelos aos planos principais de
elasticidade, causadas por tenso˜es tangenciais que atuam em outros planos, paralelos aos
planos principais de elasticidade.
Em estado plano de tensa˜o (σ3 = σ4 = σ5 = 0), um material pode ser descrito usando-se
somente seis constantes ela´sticas independentes. Desta forma, a Equac¸a˜o (3.13) pode ser
escrita como:

ε1
ε2
ε6
 =

a11 a12 a16
a12 a22 a26
a16 a26 a66


σ1
σ2
σ6
 . (3.17)
Substituindo as Equac¸o˜es (3.4) e (3.7) na Equac¸a˜o (3.1) e integrando-se a ao longo da
espessura, obte´m-se a equac¸a˜o de equil´ıbrio escrita em func¸a˜o dos deslocamentos:
Cijkluk,jl +Ni = 0. (3.18)
O tensor tensa˜o pode ser escrito em termos de func¸o˜es F (x1, x2), chamadas func¸o˜es tensa˜o
de Airy (LEKHNITSKII, 1963), dadas por:
σ11 = F,22 + U ,
σ22 = F,11 + U , (3.19)
σ12 = −F,12,
onde U e´ uma func¸a˜o potencial na qual
U,i = pi. (3.20)
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Substituindo as Equac¸o˜es (3.19) na Equac¸a˜o constitutiva (3.17) e enta˜o na Equac¸a˜o de
compatibilidade (3.6), resulta na equac¸a˜o diferencial para func¸o˜es tensa˜o F (x1, x2) dada por:
a11F,2222 − 2a16F,1222 + (2a12 + a66)F,1122 − 2a26F,1112 + a22F,1111 =
−(a12 + a22)U,11 + (a16 + a26)U,12 − (−a11 + a12)U,22. (3.21)
No caso da auseˆncia de forc¸as de corpo, a Equac¸a˜o (3.21) pode ser escrita como:
a11F,2222 − 2a16F,1222 + (2a12 + a66)F,1122 − 2a26F,1112 + a22F,1111 = 0. (3.22)
Criando o operador diferencial
∆k =
∂
∂x2
− µk ∂
∂x1
, (3.23)
aplicando este operador na func¸a˜o tensa˜o F (x1, x2) na forma
∆1∆2∆3∆4F = 0 (3.24)
e expandindo a Equac¸a˜o (3.24) tem-se:
F,2222 − (µ1µ2µ3µ4)F,1222 + (µ1µ2 + µ1µ3µ1µ4 + µ2µ3 + µ2µ4
+µ3µ4)F,1122 − (µ1µ2µ3 + µ1µ2µ4 + µ1µ3µ4 + µ2µ3µ4)F,1112
+(µ1µ2µ3µ4)F,1111 = 0. (3.25)
As Equac¸o˜es (3.22) e (3.25) sera˜o ideˆnticas se µ1, µ2, µ3 e µ4 forem ra´ızes da equac¸a˜o
a11µ
4 − 2a16µ3 + (2a12 + a66)µ2 − 2a26µ+ a22 = 0. (3.26)
As ra´ızes da Equac¸a˜o (3.26) sa˜o sempre complexas ou imagina´rias puras, ocorrendo aos
pares (µk e µ¯k) conforme mostrado por Lekhnitskii (1968).
Criando-se a varia´vel
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zk = x1 + µkx2 k = 1, 2, (3.27)
tem-se que:
∆k =
∂
∂x2
− µk ∂
∂x1
=
d
dzk
. (3.28)
Exigindo que a func¸a˜o tensa˜o seja real, tem-se:
F (x1, x2) = 2Re[F1(z1) + F2(z2)]. (3.29)
Introduzindo a notac¸a˜o
dFk(zk)
dzk
= Ψk(zk), (3.30)
onde a convenc¸a˜o de soma na˜o e´ empregada em k, e substituindo a Equac¸a˜o (3.29) na Equac¸a˜o
(3.19), obte´m-se as componentes de tensa˜o:
σ11 = 2Re
[
µ21Ψ
(1)
1 (z1) + µ
2
2Ψ
(1)
2 (z2)
]
,
σ22 = 2Re
[
Ψ
(1)
1 (z1) + Ψ
(1)
2 (z2)
]
, (3.31)
σ12 = −2Re
[
µ1Ψ
(1)
1 (z1) + µ2Ψ
(1)
2 (z2)
]
,
onde Ψ
(1)
k representa a primeira derivada de Ψk.
Substituindo a Equac¸a˜o (3.31) na Equac¸a˜o (3.17) e enta˜o na Equac¸a˜o (3.18), desprezando-
se os movimentos de corpos r´ıgidos e integrando, obte´m-se:
u1 = 2Re [q11Ψ1(z1) + q12Ψ2(z2)] ,
u2 = 2Re [q21Ψ1(z1) + q22Ψ2(z2)] , (3.32)
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onde
qik =
 a11µ2k + a12 − a16µk
a12µk + a22/µk − a26
 (3.33)
e´ a matriz de paraˆmetros complexos.
Uma vez que as condic¸o˜es de contorno sa˜o conhecidas, determina-se a func¸a˜o tensa˜o,
dada pelas Equac¸o˜es (3.19) com derivadas dadas pela Equac¸a˜o (3.30), que satisfac¸a estas
condic¸o˜es, determinando assim os campos de deslocamentos, dados pelas Equac¸o˜es (3.32), e
tenso˜es, dadas pelas Equac¸o˜es (3.31).
3.2 Formulac¸a˜o Integral
Assumindo-se uma func¸a˜o vetorial cont´ınua u•i , que representa o deslocamento de um
estado elasto-esta´tico definido sobre um domı´nio Ω, como sendo uma func¸a˜o peso residual
da Equac¸a˜o de equil´ıbrio (3.18), tem-se:
∫
Ω
Nij,ju
•
i dΩ +
∫
Ω
biu
•
i dΩ = 0. (3.34)
Pela regra de derivac¸a˜o do produto de duas func¸o˜es, tem-se:
(Niju
•
i ),k = Nij,ku
•
i +Niju
•
i,k. (3.35)
Pode-se escrever u•i,j como a soma de um tensor sime´trico e um anti-sime´trico, da forma:
u•i,j =
1
2
(u•i,j + u
•
j,i) +
1
2
(u•i,j − u•j,i) = ε•ij + ω•ij, (3.36)
sendo que ε•ij e ω
•
ij representam os tensores deformac¸a˜o (sime´trico) e rotac¸a˜o (anti-sime´trico),
respectivamente, do estado ela´stico ” • ”.
Substituindo (3.36) em (3.35), tem-se:
(Niju
•
i ),j = Nij,ju
•
i +Nijε
•
ij +Nijω
•
ij, (3.37)
33
sendo Nij um tensor sime´trico. O produto de um tensor sime´trico por um anti-sime´trico e´
nulo. Desta forma, a Equac¸a˜o (3.37) torna-se:
Nij,ju
•
i = (Niju
•
i ),j −Nijε•ij. (3.38)
Substituindo a Equac¸a˜o (3.38) na Equac¸a˜o (3.34) tem-se:
−
∫
Ω
Nijε
•
ijdΩ +
∫
Ω
(Niju
•
i ),jdΩ +
∫
Ω
biu
•
i dΩ = 0. (3.39)
Pelo teorema de Green, tem-se:
∫
Ω
(Niju
•
i ),jdΩ =
∫
Γ
(Niju
•
i )njdΓ =
∫
Γ
tiu
•
i dΓ, (3.40)
onde:
ti = Nijnj. (3.41)
Substituindo (3.40) em (3.39), tem-se:
∫
Ω
Nijε
•
ijdΩ =
∫
Γ
tiu
•
i dΓ +
∫
Ω
biu
•
i dΩ. (3.42)
Se partirmos da Equac¸a˜o (3.1) como sendo a correspondente ao estado u•i e a func¸a˜o de
interpolac¸a˜o da Equac¸a˜o (3.34) como sendo ui, obte´m-se, de forma ana´loga a anterior:
∫
Ω
N•ijεijdΩ =
∫
Γ
t•iuidΓ +
∫
Ω
b•iuidΩ. (3.43)
Pelo teorema rec´ıproco, dois estados de um mesmo material podem ser relacionados por
N•ijεij = Nijε
•
ij. Desta forma, igualando-se as Equac¸o˜es (3.43) e (3.42), tem-se:
∫
Γ
tiu
•
i dΓ +
∫
Ω
u•i bidΩ =
∫
Γ
t•iuidΓ +
∫
Ω
uib
•
i dΩ. (3.44)
A Equac¸a˜o integral (3.44) relaciona dois estados quaisquer de tenso˜es. Para que se possa
tratar problemas de elasticidade em meio cont´ınuo, sera´ adotado que um destes estados
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e´ conhecido e o outro se deseja determinar. No caso de elementos de contorno, o estado
conhecido e´ o chamado estado fundamental que corresponde a resposta de um corpo infinito
a uma carga concentrada unita´ria em um ponto x’. A representac¸a˜o matema´tica de uma
carga concentrada unita´ria e´ dada pelo delta de Dirac que e´ definido como:

δ(x-x’) =∞ se x=x’,
δ(x-x’) = 0 se x 6= x′,∫∞
−∞ δ(x-x’)dΩ = 1.
(3.45)
A raza˜o da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a func¸a˜o delta de Dirac
reduz o nu´mero de integrais de domı´nio, pois esta possui a propriedade
∫
Ω
f(x)δ(x -x’)dΩ = f(x′) (3.46)
para um dado ponto x′ ∈ Ω.
Considerando o estado ” • ” como sendo o estado fundamental de um problema esta´tico
livre de forc¸as de corpo (b•i = 0), a Equac¸a˜o (3.44) pode ser escrita como:
∫
Γ
TikuidΓ +
∫
Ω
biUikdΩ =
∫
Γ
tiUikdΓ−
∫
Ω
δikuidΩ, (3.47)
onde Uik e Tik representam, respectivamente, deslocamentos e forc¸as de superf´ıcie na direc¸a˜o
k, num ponto x, devido a uma forc¸a concentrada unita´ria aplicada de forma esta´tica num
ponto x′ numa direc¸a˜o i. Por serem soluc¸o˜es do estado fundamental, Uik e Tik sa˜o chamadas
soluc¸o˜es fundamentais de deslocamentos e forc¸as de superf´ıcie, respectivamente.
Devido a propriedade (3.46), a Equac¸a˜o (3.47) pode ser escrita como:
uk +
∫
Γ
TikuidΓ =
∫
Γ
UiktidΓ−
∫
Ω
biUikdΩ. (3.48)
Considerando que as forc¸as de corpo bi sa˜o nulas, pode-se escrever:
uk +
∫
Γ
TikuidΓ =
∫
Γ
UiktidΓ. (3.49)
35
3.3 Soluc¸o˜es Fundamentais Anisotro´picas
Para se obter as soluc¸o˜es fundamentais esta´ticas para problemas bidimensionais em ma-
teriais anisotro´picos, o domı´nio Ω sera´ mapeado num plano complexo, usando a seguinte
mudanc¸a de varia´vel:
z′ =
 z
′
1
z′2
 =
 x
′
1 + µ1x
′
2
x′1 + µ2x
′
2
 (3.50)
e
z =
 z1z2
 =
 x1 + µ1x2x1 + µ2x2
 , (3.51)
onde µk sa˜o ra´ızes complexas da Equac¸a˜o (3.26), x
′
1 e x
′
2 sa˜o as coordenadas do ponto fonte
(ponto de aplicac¸a˜o da carga concentrada unita´ria) e x1 e x2 sa˜o as coordenadas do ponto
campo (ponto de obtenc¸a˜o da resposta devido a aplicac¸a˜o da carga unita´ria).
Se for considerado um contorno fechado Γ ao redor do ponto fonte e se forem usadas as
forc¸as de superf´ıcie definidas pela Equac¸a˜o (3.3) e as tenso˜es definidas pela Equac¸a˜o (3.31),
tem-se:
∫
Γ
t1dΓ = 2Re[[µ1Ψ1 + µ2Ψ2]],∫
Γ
t2dΓ = 2Re[[Ψ1 + Ψ2]], (3.52)
onde os colchetes duplos representam o salto na func¸a˜o para um contorno fechado ao redor
do ponto fonte. Se o contorno Γ engloba z′, enta˜o os resultados das Equac¸o˜es (3.52) sera˜o
diferentes de zero.
As soluc¸o˜es fundamentais em um plano anisotro´pico infinito podem ser encontradas
usando-se a func¸a˜o tensa˜o de Airy resultante das forc¸as de superf´ıcie fundamentais, dadas
pelas Equac¸o˜es (3.52), e a Equac¸a˜o de equil´ıbrio de forc¸as (3.1) considerando forc¸as de corpo
e efeitos de ine´rcia nulos.
A func¸a˜o tensa˜o de Airy para um ponto carregado na direc¸a˜o xi pode ser representada por
Ψik. Como as equac¸o˜es integrais de contorno (3.52) possuem sinais opostos a` carga aplicada,
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ela pode ser expressa para um ponto fonte como:
2Re[[µ1Ψi1 + µ2Ψi2]] = −δi1,
2Re[[Ψi1 + Ψi2]] = δi2. (3.53)
As Equac¸o˜es (3.53) podem ser satisfeitas para qualquer contorno fechado z′, tomando
Ψik = Aik ln(z− z′), (3.54)
onde Aik sa˜o constantes complexas. Usando propriedades de func¸o˜es complexas, pode ser
mostrado que para qualquer contorno fechando o ponto z′
ln(z− z′) = 2pii. (3.55)
Usando as Equac¸o˜es (3.53), (3.54) e (3.55), podem ser obtidas duas equac¸o˜es para as
constantes desconhecidas Aik:
Ai1 − A¯i1 + Ai2 − A¯i2 = δi2/(2pii),
µ1Ai1 − µ¯1A¯i1 + µ2Ai2 − µ¯2A¯i2 = −δi1/(2pii). (3.56)
As duas outras equac¸o˜es necessa´rias para se determinar Aik resultam da exigeˆncia que os
deslocamentos tenham valores u´nicos, ou seja:
[[ui]] = 0. (3.57)
Usando as equac¸o˜es de deslocamentos (3.32), a Equac¸a˜o (3.54) e a Equac¸a˜o (3.55), a
Equac¸a˜o (3.57) pode ser expandida como:
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q11Ai1 − q¯11A¯i1 + q12A12 − q¯12A¯i2 = 0,
q21Ai1 − q¯21A¯i1 + q22A12 − q¯22A¯i2 = 0. (3.58)
Escrevendo as Equac¸o˜es (3.56) e (3.58) na forma matricial, tem-se:
1 −1 1 −1
µ1 −µ1 µ2 −µ2
q11 −q11 q12 −q12
q21 −q21 q22 −q22


Aj1
Aj1
Aj2
Aj2

=

δj2/(2pii)
−δj1/(2pii)
0
0

, (3.59)
que e´ suficiente para encontrar as constantes complexas Aik.
As soluc¸o˜es fundamentais para deslocamentos sa˜o obtidas inserindo a func¸a˜o tensa˜o dada
pela Equac¸a˜o (3.31) nas equac¸o˜es de deslocamentos (3.32). Desta forma, tem-se:
Uji(z
′, z) = 2Re[qi1Aj1 ln(z1 − z′1) + qi2Aj2 ln(z2 − z′2)]. (3.60)
Similarmente, as soluc¸o˜es fundamentais para forc¸as de superf´ıcie sa˜o obtida pela subs-
tituic¸a˜o da Equac¸a˜o (3.54) nas Equac¸o˜es de tensa˜o (3.31) e usando a Equac¸a˜o (3.3). Da´ı,
obte´m-se:
Tij(z
′, z) = 2Re
[
1
(z1 − z′1)
gi1(µ1n1 − n2)Aj1 + 1
(z2 − z′2)
gi2(µ2n1 − n2)Aj2
]
, (3.61)
onde
[gji] =
 µ1 µ2
−1 −1
 (3.62)
e nk sa˜o as componentes do vetor normal externo.
Note que tanto a soluc¸a˜o fundamental de deslocamentos quanto a de forc¸as de superf´ıcie
sa˜o singulares quando o ponto fonte tende ao ponto campo. No caso da soluc¸a˜o fundamental
de deslocamentos a singularidade e´ fraca (lnr). Ja´ no caso da soluc¸a˜o fundamental de forc¸as
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de superf´ıcie tem-se uma singularidade forte (1/r). As formas como estas singularidades
sera˜o tratadas e´ mostrada na sec¸a˜o 3.6.
3.4 Equac¸o˜es Integrais Singulares
A Equac¸a˜o integral (3.49) foi escrita para um ponto fonte no interior do domı´nio. Uma
vez que o ponto fonte e´ interno, a equac¸a˜o conte´m apenas integrandos regulares. Considere
agora o limite da transic¸a˜o quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta operac¸a˜o pode
ser implementada colocando o ponto fonte no contorno e diminuindo o domı´nio do problema
por uma regia˜o semi-circular, com contorno Γ∗ e raio , centrado no ponto fonte, conforme
mostrado na Figura 11. Com esta configurac¸a˜o, o contorno completo e´ dividido em duas
partes, na forma:
Figura 11: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regia˜o semi-circular.
Γ = lim
→0 (Γ− Γ + Γ
∗
) , (3.63)
onde  e´ o raio do semi-c´ırculo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno Γ (Figura
11). A Equac¸a˜o (3.49) e´, enta˜o, reescrita como:
ul + lim
→0
∫
Γ−Γ+Γ∗
TliuidΓ = lim
→0
∫
Γ−Γ+Γ∗
UlitidΓ. (3.64)
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A integral do lado direito da Equac¸a˜o (3.64) conte´m um integrando de singularidade fraca
da ordem ln(1/r) e e´ integra´vel como uma integral impro´pria. A integral do lado esquerdo
tem uma singularidade forte, de ordem 1/r, que pode ser regularizada com o primeiro termo
da expansa˜o de Taylor em torno do ponto fonte, ou seja:
lim
→0
∫
Γ−Γ+Γ∗
Tli ui(z) dΓ = lim
→0
∫
Γ∗
Tli [ui(z)− ui(z′)] dΓ +
ui(z
′
) lim
→0
∫
Γ∗
Tli dΓ +
lim
→0
∫
Γ−Γ
Tliui(z) dΓ. (3.65)
Assumindo que os deslocamentos sa˜o cont´ınuos no ponto fonte, o primeiro termo do lado
direito da Equac¸a˜o (3.65) e´ integra´vel e desaparece no processo de limite. O segundo termo
da equac¸a˜o representa um salto nos deslocamentos dado por Aij(z
′)uj(z′), no qual Aij(z′)
e´ uma constante que depende da geometria local e das constantes ela´sticas. Finalmente, o
terceiro termo do lado direito da equac¸a˜o resulta numa integral impro´pria que e´ calculada
no sentido do valor principal de Cauchy. Portanto, quando  → 0, o ponto fonte tende ao
contorno e, no limite, a Equac¸a˜o (3.64) pode ser escrita na forma:
cliui +
∫
−TliuidΓ =
∫
Γ
UlitidΓ, (3.66)
onde
∫− representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente cli(z′) e´
dado por δij + Aij(z
′), no qual δij representa o delta de Kronecker.
3.5 Formulac¸a˜o dos Elementos de Contorno Discreti-
zada
Para se obter a soluc¸a˜o do problema elasto-esta´tico, o contorno e´ dividido em elementos
de contorno. Nesta etapa do trabalho, sera˜o utilizados apenas elementos quadra´ticos (3 no´s
por elementos) cont´ınuos (elementos cujos no´s das extremidades sa˜o compartilhados pelos
elementos vizinhos).
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Nesta formulac¸a˜o sera´ mais conveniente trabalhar com vetores que usar notac¸a˜o indicial.
Desta forma, tem-se:
u = φu(i),
t = φt(i), (3.67)
sendo que as varia´veis em negrito representam vetores de dimenso˜es 2N , onde N e´ o nu´mero
de no´s, u(i) e t(i) representam os valores nodais dos deslocamentos e forc¸as de superf´ıcies,
respectivamente, φ e´ o vetor de func¸o˜es de forma, u e t representam os deslocamentos e
tenso˜es ao longo do elemento, respectivamente.
Considere que o domı´nio tenha sido dividido em NE elementos de contorno. Substituindo
as Equac¸o˜es (3.67) na Equac¸a˜o (3.66), tem-se
clul +
NE∑
j=1
{∫
Γj
−TφdΓj
}
uj =
NE∑
j=1
{∫
Γj
UφdΓj
}
tj. (3.68)
Chamando
∫
Γj
UφdΓj = G (3.69)
e
∫
Γj
−TφdΓj = H, (3.70)
tem-se
NE∑
j=1
H ljuj =
NE∑
j=1
Gljtj, (3.71)
ou, na forma matricial
Hu = Gt. (3.72)
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3.6 Integrac¸a˜o no Espac¸o
As func¸o˜es de interpolac¸a˜o no espac¸o utilizada neste trabalho (func¸o˜es de forma) sa˜o as
func¸o˜es de forma quadra´ticas. Func¸o˜es de forma quadra´tica permitem o modelamento de
elementos curvos e sa˜o especialmente indicados para problemas onde se tem altos gradientes.
Os deslocamentos e as forc¸as de superf´ıcies sa˜o representados em um elemento quadra´tico
padra˜o, respectivamente, como:
u =
 u1u2
 =
 φ(1) 0 φ(2) 0 φ(3) 0
0 φ(1) 0 φ(2) 0 φ(3)


u
(1)
1
u
(1)
2
u
(2)
1
u
(2)
2
u
(3)
1
u
(3)
2

= φu(n) (3.73)
e
t =
 t1t2
 =
 φ(1) 0 φ(2) 0 φ(3) 0
0 φ(1) 0 φ(2) 0 φ(3)


t
(1)
1
t
(1)
2
t
(2)
1
t
(2)
2
t
(3)
1
t
(3)
2

= φt(n), (3.74)
onde u
(n)
i e t
(n)
i sa˜o os valores nodais de deslocamentos e forc¸as de superf´ıcies, respectivamente,
e φ(i) sa˜o as func¸o˜es de forma quadra´ticas definidas por:
φ(1) =
1
2
ξ (ξ − 1) , (3.75)
φ(2) = 1− ξ2, (3.76)
φ(3) =
1
2
ξ (ξ + 1) , (3.77)
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onde ξ representa uma coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 12).
A geometria do elemento pode tambe´m ser considerada quadra´tica (elementos isopara-
me´tricos) e, neste caso, ser representada pelas coordenadas nodais e as func¸o˜es de forma φ(i),
ou seja (Figura 12):
Figura 12: Transformac¸a˜o de coordenadas x1 − x2 para ξ.
x =
 x1x2
 =
 φ(1) 0 φ(2) 0 φ(3) 0
0 φ(1) 0 φ(2) 0 φ(3)


x
(1)
1
x
(1)
2
x
(2)
1
x
(2)
2
x
(3)
1
x
(3)
2

= φx(n). (3.78)
Desta forma, as integrais de contorno podem ser escritas como:
H(j) =
∫
Γj
−Tlkφ(j)dΓ =
∫ 1
−1
−Tlkφ(j)|J |dξ (3.79)
e
G(j) =
∫
Γj
Ulkφ
(j)dΓ =
∫ 1
−1
Ulkφ
(j)|J |dξ. (3.80)
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onde |J | representa o mo´dulo do Jacobiano da transformac¸a˜o (x1, x2) → ξ, e e´ dado por
Brebbia e Dominguez (1989) e Kane (1993):
|J | = dΓ
dξ
=

(
dx1
dξ
)2
+
(
dx2
dξ
)2
1/2
, (3.81)
onde dx1/dξ e dx2/dξ sa˜o obtidos derivando-se as equac¸o˜es (3.78) em relac¸a˜o a ξ.
Integrais singulares da ordem O(lnr) podem ser avaliadas eficientemente pela quadratura
de Gauss com uma transformac¸a˜o de varia´veis cu´bica, conforme proposto por Telles (1987),
que cancela exatamente a singularidade logar´ıtmica. Uma outra possibilidade e´ o uso da
quadratura logar´ıtmica de Gauss, apresentada por Stroud e Secrest (1966). De acordo com
este me´todo, os termos incluindo singularidades logar´ıtmicas podem ser integrados por:
I =
∫ 1
0
ln
(
1
ξ
)
f(ξ)dξ ∼=
N∑
i=1
wif(ξ) , (3.82)
onde N e´ o nu´mero de pontos de Gauss. A coordenada do ponto de integrac¸a˜o ξi e o fator peso
wi podem ser encontrados na literatura (STROUD; SECREST, 1966; BREBBIA; DOMINGUEZ,
1989).
Neste trabalho, os termos na˜o singulares das matrizes H e G sa˜o integrados utilizando-se
quadratura de Gauss padra˜o com 10 pontos de integrac¸a˜o. Os termos singulares de G sa˜o
do tipo ln(r) sendo integrados usando quadratura logar´ıtmica de Gauss com 10 pontos de
integrac¸a˜o. Ja´ os termos singulares de H sa˜o do tipo 1/r e precisam ser calculados no sentido
do valor principal de Cauchy. Uma maneira bastante simples de se tratar esta singularidade
e´ atrave´s de considerac¸o˜es de corpos r´ıgidos (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989). Assumindo que
um corpo r´ıgido tenha todos os seus pontos do contorno deslocados de um valor unita´rio e
que na˜o existam forc¸as de corpo (bi = 0) na direc¸a˜o de um dos eixos de coordenadas, as
forc¸as de superf´ıcie em qualquer ponto do contorno deste corpo deve ser zero. Desta forma,
a Equac¸a˜o (3.72) torna-se
Hvq = 0 (3.83)
onde vq e´ um vetor que para todos os no´s tem deslocamentos unita´rios ao longo da direc¸a˜o
q e zero na outra direc¸a˜o. Para satisfazer a Equac¸a˜o (3.83) tem-se
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Hii = −
N∑
j=1
Hij j 6= i (3.84)
sendo j par ou ı´mpar, dependendo da direc¸a˜o considerada.
O termo da diagonal da matriz H e´ igual a soma de todos os outros termos fora da
diagonal correspondentes ao grau de liberdade (direc¸a˜o) em considerac¸a˜o.
3.7 Ca´lculo dos Deslocamentos e Densidades de Forc¸as
em Pontos Internos
O tensor de tenso˜es para um ponto no interior do domı´nio Ω, obtido derivando-se a
Equac¸a˜o (3.48) neste ponto e aplicando-se a lei de Hooke, pode ser escrito como:
Nik +
∫
Γ
SjikujdΓ =
∫
Γ
DjiktjdΓ, (3.85)
onde Skij e Dkij sa˜o combinac¸o˜es lineares das derivadas de Tij e Uij, respectivamente.
O tensor Skij e´ dado por:

S11j
S22j
S21j
 = −

Q11 Q12 Q16
Q12 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66


T1j,1
T2j,2
1
2
(T1j,2 + T2j,1)
 , (3.86)
onde j = 1, 2. As derivadas de Tij sa˜o obtidas pela equac¸a˜o
Tij,k = −2Re
[
1
(z1 − z′1)2
Rk1qj1(µ1n1 − n2)Ai1+
1
(z2 − z′2)2
Rk2qj2(µ2n1 − n2)Ai2
]
, (3.87)
onde
Rkl =
 1 1
µ1 µ2
 . (3.88)
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Da mesma forma Dkij pode ser calculado como:

D11j
D22j
D21j
 = −

Q11 Q12 Q16
Q12 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66


U1j,1
U2j,2
1
2
(U1j,2 + U2j,1)
 , (3.89)
sendo que as derivadas de Uij sa˜o dadas por
Uij,k = 2Re
[
1
z1 − z′1
Rk1qj1Ai1 +
1
z2 − z′2
Rk2qj2Ai2
]
. (3.90)
3.8 Densidade de Forc¸a no Contorno
Para se calcular o tensor de tenso˜es em um dado no´ do contorno, considere um no´ em
que as direc¸o˜es dos vetores tangente e normal ao contorno na˜o coincidam com as direc¸o˜es
dos eixos geome´tricos (Figura 13). Neste no´ e´ criado um novo sistema de refereˆncia x′1x
′
2
possuindo direc¸o˜es que coincidam com os vetores tangente e normal ao contorno neste no´.
Escrevendo os deslocamentos e as forc¸as de superf´ıcies neste sistema local, tem-se:
u′i = lijuj,
t′i = lijtj, (3.91)
onde lij sa˜o os cossenos diretores.
No sistema local tem-se a seguinte relac¸a˜o
N ′22 = t
′
2,
N ′12 = t
′
1. (3.92)
A deformac¸a˜o ε′11 pode ser calculada, sabendo que
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Figura 13: Tenso˜es no contorno.
ε′11 =
1
2
(u′1,1 + u
′
1,1) = u
′
1,1,
u′1,1 =
du′1
dx′1
=
du′1
dξ
dξ
dx′1
. (3.93)
Usando geometria diferencial na Equac¸a˜o (3.93), pode-se notar que a direc¸a˜o local x′1 e´
tangente ao comprimento infinitesimal de arco ds dado por:
ds =
√
dx′1
2 + dx′2
2 =
√√√√(dx′1
dξ
)2
+
(
dx′2
dξ
)2
dξ,
ou seja
ds
dξ
= J. (3.94)
Um pequeno movimento ao longo de s corresponde a um pequeno movimento em x′1. Isto
permite com que x′1 na equac¸a˜o (3.93) seja substitu´ıdo pela Equac¸a˜o (3.94), ou seja,
ε′11 =
du′1
dξ
dξ
ds
,
ε′11 =
du′1
dξ
J−1. (3.95)
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Sendo
u1 =
3∑
i=1
φ(i)u
(i)
1 ,
du1
dξ
=
3∑
n=1
dφ(i)
dξ
u
(i)
1 ,
(3.96)
onde φ(i) sa˜o as func¸o˜es de forma. Pode-se enta˜o obter a deformac¸a˜o por:
ε′11 =
3∑
n=1
dφ(i)
dξ
u
(i)
1 J
−1. (3.97)
Da relac¸a˜o tensa˜o deformac¸a˜o, tem-se:

N ′11
N ′22
N ′12
 =

A′11 A
′
12 A
′
16
A′12 A
′
22 A
′
26
A′16 A
′
26 A
′
66


ε′11
ε′22
ε′12
 , (3.98)
onde A′ij sa˜o as componentes do tensor de rigidez escritas no referencial local.
Na Equac¸a˜o (3.98) tem-se treˆs inco´gnitas N ′11, ε
′
22, ε
′
12, que agora podem enta˜o ser calcu-
ladas.
Por u´ltimo, as densidades de forc¸a tem que ser escritas no referencial global x1x2, ou seja:

N11
N22
N12
 = T
−1

N ′11
N ′22
N ′12
 , (3.99)
onde T e´ a matriz de transformac¸a˜o de coordenadas.
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4 Crite´rios de Falha para
Materiais Compo´sitos
4.1 Introduc¸a˜o
Os mecanismos de falha de um material compo´sito variam bastante com suas proprie-
dades e com o tipo de carregamento. Mesmo que os mecanismos de falha obtidos atrave´s
de uma ana´lise micromecaˆnica sejam conhecidos, a interac¸a˜o entre os mesmos no caso de
um carregamento gene´rico pode tornar as predic¸o˜es de resisteˆncia do material na˜o confia´veis.
Diante disso, uma abordagem macromecaˆnica e principalmente fenomenolo´gica e´ prefer´ıvel
para a ana´lise de falha. De um ponto de vista macrosco´pico, a resisteˆncia de uma laˆmina e´
uma propriedade anisotro´pica, isto e´, varia com a orientac¸a˜o das fibras. Por isso os crite´rios
de falha procuram relacionar a resisteˆncia em uma direc¸a˜o arbitra´ria com paraˆmetros ba´sicos
do material que sa˜o as resisteˆncias em direc¸o˜es espec´ıficas. Para o caso de compo´sitos lami-
nados, estes paraˆmetros sa˜o as resisteˆncias a` compressa˜o e a` trac¸a˜o nas direc¸o˜es normal e
perpendicular a` fibra, ale´m da resisteˆncia ao cisalhamento.
4.2 Crite´rio de Falha LaRC03
Para o uso de materiais compo´sitos em aplicac¸o˜es estruturais, e´ necessa´rio o entendi-
mento de como cada modo de falha ocorre. Isto pode ser feito atrave´s do desenvolvimento
de modelos f´ısicos que estabelec¸am quando ocorre a falha e tambe´m descrevam o compor-
tamento apo´s a falha (PINHO, 2005). De acordo com Da´vila, Camanho e Rose (2005), os
mecanismos que levam a falha em um material compo´sito ainda na˜o esta˜o completamente
entendidos, em especial a compressa˜o da matriz e da fibra. O entendimento inadequado des-
tes mecanismos e a dificuldade no desenvolvimento de modelos dos modos de falha de fa´cil
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utilizac¸a˜o podem explicar os resultados imprecisos da maioria dos participantes do WWFE.
Os resultados do exerc´ıcio indicam que a predic¸a˜o da maioria das teorias difere significativa-
mente das observac¸o˜es experimentais ainda que estivessem se analisando apenas laminados
simples. Da´vila, Camanho e Rose (2005) dizem ainda que a incerteza na predic¸a˜o da ini-
ciac¸a˜o e da progressa˜o do dano em compo´sitos sugere a necessidade de rever as teorias de
falha existentes, avaliar sua capacidade e desenvolver novas teorias se for necessa´rio. Seu tra-
balho descreve um novo conjunto de seis crite´rios fenomenolo´gicos para predic¸a˜o da falha de
laminados unidirecionais do tipo FRP (Fiber Reinforced Polymer). Em trabalhos posteriores
Pinho, Robinson e Iannucci (2009a, 2009b) propuseram melhorias nos modelos para o caso
de compressa˜o das fibras. Velmurugan e Solaimurugan (2007), Laffan et al. (2010a, 2010b)
desenvolveram te´cnicas otimizadas de obtenc¸a˜o das propriedades de tenacidade a` fratura
intralaminar e interlaminar, necessa´rias nos modelos dos crite´rios.
O crite´rio LaRC03 pode ser resumido em seis ı´ndices de falha, cada um baseado em
um diferente tipo de falha micro-estrutural. Uma vez que os modos de falha se devem a
mecanismos diferentes, estes ı´ndices de falha na˜o sa˜o relacionados de maneira expl´ıcita entre
si. O nome LaRC03 e´ oriundo do centro de pesquisas da National Aeronautics and Space
Administration(NASA) no qual o crite´rio foi desenvolvido, Langley Research Center. Os
ı´ndices de falha do crite´rio LaRC03 podem ser divididos nos que preveˆem a falha da matriz
(trincamento da matriz) e falha da fibra (quebra da fibra) que sera˜o detalhados a seguir.
As propriedades que necessitam ser obtidas experimentalmente sa˜o E1, E2, G12, ν12,
XT , XC , Y T , Y C , SL, GIc(L) e GIIc(L), onde X
T e XC sa˜o, respectivamente, os limites de
resisteˆncia longitudinais de trac¸a˜o e compressa˜o, Y T e Y C sa˜o, respectivamente, os limites de
resisteˆncia transversais de trac¸a˜o e compressa˜o, SL e´ o limite de resisteˆncia ao cisalhamento
da matriz no plano do laminado. As tenacidades a` fratura em modos I e II, dadas por
GIc(L) e GIIc(L), respectivamente, podem ser obtidas em ensaios padronizados de mecaˆnica
da fratura (DA´VILA; CAMANHO; ROSE, 2005).
4.2.1 Determinac¸a˜o das Tenacidades a` Fratura Interlaminares
A obtenc¸a˜o dos valores de GIc e GIIc e´ importante para o crite´rio LaRC03, pois sa˜o utili-
zados para o ca´lculo de paraˆmetros utilizados nas suas formulac¸o˜es. Pelo fato dos compo´sitos
laminados serem um empilhamento de laˆminas, a possibilidade destas laˆminas se separarem
sob a ac¸a˜o de um carregamento deve ser considerada e avaliada. Existem duas principais ma-
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neiras de se avaliar a resisteˆncia a essa separac¸a˜o das laˆminas, conhecida como delaminac¸a˜o:
uma atrave´s da resisteˆncia a` trac¸a˜o medida na direc¸a˜o da espessura do laminado e outra
atrave´s de conceitos da mecaˆnica da fratura, sendo expressa atrave´s da taxa de liberac¸a˜o de
energia associada a` propagac¸a˜o da trinca promotora da delaminac¸a˜o. GIc e GIIc se referem
a esta segunda forma de avaliac¸a˜o. Como indicado pela listagem citada acima, apenas os
valores de tenacidade a` fratura em modos I e II sa˜o necessa´rias para o crite´rio LaRC03.
Os valores experimentais sa˜o obtidos atrave´s de, principalmente, dois ensaios, DCB (Double
Cantilever Beam), para o modo I (normalizado pela American Society for Testing Materials
(2009))e ENF (End Notched Flexure), para o modo II. Para os ensaios do modo I, e´ utilizado
um arranjo como o mostrado na Figura 14. O corpo de prova, neste caso, e´ assumido como
sendo formado por duas vigas em balanc¸o de dimenso˜es ideˆnticas com comprimento igual
ao comprimento inicial da trinca. O valor de GIc, nestas condic¸o˜es e para um carregamento
quasi-esta´tico e´ obtido atrave´s da Equac¸a˜o (4.1).
Figura 14: Ensaio para a determinac¸a˜o de GIc a partir de um corpo de prova DCB (VELMU-
RUGAN; SOLAIMURUGAN, 2007).
GIc =
12P 2max
E1b2h
[(
a
h
)2
+
E1
10G31
]
, (4.1)
Onde Pmax e´ a ma´xima carga aplicada, b e´ a largura do corpo de prova, h e´ a espessura da
viga em balanc¸o, G31 e´ o mo´dulo de cisalhamento transversal e a e´ o comprimento da trinca.
Para os ensaios do modo II e´ utilizado, principalmente, um corpo de prova como o mostrado
na Figura 15. O valor de GIIc para carregamento quasi-esta´tico e´ obtido atrave´s da Equac¸a˜o
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(4.2), obtida a partir da teoria de vigas.
Figura 15: Arranjo do ensaio para a determinac¸a˜o de GIIc a partir de um corpo de prova
ENF, onde P , L e H sa˜o, respectivamente, o carregamento aplicado, o comprimento e a
espessura do corpo de prova.
GIIc =
9P 2maxa
2
16E1b2h3
1 + 0, 2 E1
G31
(
h
a
)2 . (4.2)
Em situac¸o˜es nas quais a trinca se propaga no sentido da espessura do laminado, a
tenacidade a` fratura deve ser aquela correspondente a` dissipac¸a˜o de energia neste sentido
de propagac¸a˜o. Na˜o existe, segundo Pinho (2005), Pinho, Robinson e Iannucci (2010) um
ensaio padra˜o para a determinac¸a˜o desta propriedade. Como sera´ mostrado a seguir, o crite´rio
LaRC03 utiliza os valores interlaminares de GIc e GIIc. Em Pinho (2005), Pinho, Robinson e
Iannucci (2010) foram testados ensaios para medir a tenacidade a` fratura intralaminar, que
e´ importante para a caracterizac¸a˜o do material e para modelagens nume´ricas.
4.2.2 Crite´rio para Falha da Matriz sob Compressa˜o Transversal
O crite´rio de falha LaRC03 e´ baseado nos conceitos de plano de fratura propostos por
Hashin (1980) e aprimorados por Puck e Schurmann (1998), sendo este um de seus conceitos
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chave. No caso da matriz de um laminado com reforc¸o unidirecional estar sob tensa˜o normal
transversal de trac¸a˜o, o plano de fratura (Figura 16) e´ normal a` direc¸a˜o das laˆminas e paralelo
a` direc¸a˜o das fibras. Para a matriz sob tensa˜o de compressa˜o, o plano de fratura pode
na˜o ser normal a` laˆmina. O aˆngulo do plano de fratura e´ enta˜o calculado usando a tensa˜o
efetiva de Morh-Coulomb (M-C). Para laminados de material compo´sito sob carregamento de
compressa˜o longitudinal, um aˆngulo t´ıpico para o plano de fratura α0 e´ aproximadamente 53
o
(PUCK; SCHURMANN, 1998; DA´VILA; CAMANHO; ROSE, 2005). O crite´rio M-C e´ representado
geometricamente na Figura 17 pelo c´ırculo de Mohr para um estado de compressa˜o uniaxial
transversal. A linha AB e´ tangente ao c´ırculo de Mohr em A e e´ chamada de linha de fratura
de Coulomb. Este crite´rio diz que em um estado de tensa˜o biaxial normal, a fratura ocorre
para qualquer c´ırculo de Mohr tangente a` linha de fratura de Coulomb. A tensa˜o efetiva τeff
e´ relacionada a`s tenso˜es τT e σn atuando no plano de fratura por:
τeff = τ
T + ησn (4.3)
Figura 16: Plano de fratura proposto idealizado por Hashin (1980) e aprimorado por Puck e
Schurmann (1998) (DA´VILA; CAMANHO; ROSE, 2005).
O arco tangente do termo η e´ chamado de aˆngulo de fricc¸a˜o interna (DA´VILA; CAMANHO;
ROSE, 2005) e e´ assumido como sendo uma constante do material. De maneira geral, o plano
de fratura pode estar sujeito a tenso˜es transversais e tenso˜es no plano. Logo, as tenso˜es
efetivas devem ser definidas nas duas direc¸o˜es de acordo com as Equac¸o˜es (4.4):
τTeff =
〈∣∣∣τT ∣∣∣+ ηTσn〉 ,
τLeff =
〈∣∣∣τL∣∣∣+ ηLσn〉 , (4.4)
onde os termos ηT e ηL sa˜o os coeficientes de influeˆncia transversal e longitudinal, respectiva-
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Figura 17: C´ırculo de Mohr para compressa˜o uniaxial, reproduzido de Da´vila, Camanho e
Rose (2005).
mente, e o operador 〈x〉 = 1/2 (x+ |x|). A falha da matriz sob carregamento de compressa˜o
transversal e´ assumida como sendo resultado da interac¸a˜o quadra´tica entre as tenso˜es efetivas
cisalhantes atuando no plano da falha. O ı´ndice de falha para a matriz e´:
FIM =
(
τTeff
ST
)2
+
(
τLeff
SLis
)2
≤ 1, (4.5)
onde ST e SLis sa˜o as resisteˆncias ao cisalhamento transversal e longitudinal. O subscrito is
indica que para um laminado qualquer, a resisteˆncia longitudinal in situ ao cisalhamento
deve ser usada no lugar da resisteˆncia de um laminado unidirecional. A raza˜o para isto e´ que
o efeito de restric¸a˜o das camadas adjacentes aumenta a resisteˆncia efetiva da laˆmina. Por
outro lado, foi assumido por Da´vila, Camanho e Rose (2005) que a resisteˆncia ao cisalhamento
transversal efetiva ST e´ independente do efeito in situ. As componentes de tensa˜o atuantes
no plano de fratura podem ser expressas em termos das tenso˜es no plano e do aˆngulo do
plano de fratura α atrave´s de:
σn = σ22 cos
2 α,
τT = −σ22 sinα cosα,
τL = τ12 cosα. (4.6)
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Usando as Equac¸o˜es (4.4) e (4.6), as tenso˜es efetivas para um aˆngulo do plano de fratura
α entre 0o e 90o sa˜o:
τTeff =
〈
−σ22 cosα
(
sinα− ηT cosα
)〉
,
τLeff =
〈
cosα
(
|τ12|+ ηLσ22 cosα
)〉
, (4.7)
onde ηT e ηL sa˜o obtidos a partir do caso de compressa˜o uniaxial transversal. Na ocorreˆncia da
falha, a tensa˜o compressiva no plano e´ igual a` resisteˆncia da matriz a` compressa˜o, (σ22 = Y
C).
A tensa˜o cisalhante transversal efetiva na falha e´:
τTeff = S
T = Y C cosα
(
sinα− ηT cosα
)
. (4.8)
Sob compressa˜o uniaxial transversal, a fratura ocorre em um aˆngulo de fratura α0 que ma-
ximiza o cisalhamento efetivo transversal. Tomando a derivada da expressa˜o (4.8), igualando-
a a zero e resolvendo-a para ηT , obte´m-se o valor:
ηT =
−1
tan 2α0
. (4.9)
De acordo com Da´vila, Camanho e Rose (2005), pode ser utilizado α0 = 53±2o. O coefici-
ente de influeˆncia longitudinal ηL, pode ser estimado a partir das resisteˆncias ao cisalhamento
longitudinal e transversal, atrave´s da equac¸a˜o:
ηL = −S
L cos 2α0
Y C cos2 α0
. (4.10)
O aˆngulo do plano de fratura para um laminado unidirecional carregado em compressa˜o
transversal e´ facilmente obtido experimentalmente. Para carregamentos combinados, isso
deixa de ser verdade e e´ necessa´rio calcula´-lo. O aˆngulo de fratura e´ aquele que maximiza
o ı´ndice de falha da Equac¸a˜o (4.5) e pode ser encontrado por uma busca dentro da faixa de
aˆngulos poss´ıveis 0 < α < α0. A Figura 18 mostra o envelope de falha para va´rios aˆngulos
do plano de falha.
4.2.3 Crite´rio para a Falha da Matriz sob Trac¸a˜o Transversal
Apesar do trincamento transversal da matriz causar apenas uma pequena reduc¸a˜o na
rigidez da estrutura, ela pode afetar a propagac¸a˜o do dano. Para prever o trincamento
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Figura 18: Envelope de falha σ22− τ12 para va´rios aˆngulos do plano de fratura (Reproduzido
de Da´vila, Camanho e Rose (2005)).
da matriz em um laminado sujeito a um cisalhamento no plano e a uma tensa˜o de trac¸a˜o
transversal, um crite´rio deve ser capaz de calcular as resisteˆncias in situ. O efeito in situ
e´ caracterizado por uma maior resisteˆncia a` tensa˜o e ao cisalhamento transversais de uma
laˆmina restringida por laˆminas de diferentes orientac¸o˜es no interior de um laminado, quando
comparado a` resisteˆncia da mesma laˆmina em um laminado unidirecional. A resisteˆncia in situ
tambe´m depende do nu´mero de laˆminas do laminado e da orientac¸a˜o das laˆminas adjacentes
a`quela analisada. Me´todos experimentais para quantificac¸a˜o do valor da tenacidade a` fratura
in situ foram estudados em Laffan et al. (2010a) e os efeitos da espessura e sequeˆncia de
empilhamento em Laffan et al. (2010b). Da´vila, Camanho e Rose (2005) calcularam estas
resisteˆncias utilizando soluc¸o˜es da mecaˆnica da fratura para a propagac¸a˜o de uma trinca
aguda em uma laˆmina restrita, de acordo com Dvorak e Laws (1987). Esta trinca aguda
representa um defeito de fabricac¸a˜o que e´ idealizado como estando contido no plano 1 − 3.
A trinca possui um comprimento 2a0 na espessura da laˆmina, t. Fisicamente esta trinca
representa uma distribuic¸a˜o do descolamento entre a matriz e a fibra que pode estar presente
na laˆmina como consequeˆncia de defeitos de fabricac¸a˜o ou de tenso˜es residuais resultantes
dos diferentes coeficientes de expansa˜o te´rmica da fibra e da matriz.
A tensa˜o transversal de trac¸a˜o σ22 e´ associada com o modo I de solicitac¸a˜o trinca, en-
quanto a tensa˜o cisalhante τ12 e´ associada com o modo II de solicitac¸a˜o da trinca. A taxa
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de dissipac¸a˜o de energia para propagac¸a˜o da trinca na direc¸a˜o transversal nos modos I e II
sa˜o, respectivamente, dadas por:
GI(T ) =
pia0
2
Λ022σ
2
22,
GII(T ) =
pia0
2
Λ044τ
2
12, (4.11)
onde os paraˆmetros Λ0jj sa˜o calculados como:
Λ022 = 2
(
1
E2
− −ν
2
21
E1
)
,
Λ044 =
1
G12
. (4.12)
As tenacidades a` fratura correspondentes sa˜o dadas por:
GIc(T ) =
pia0
2
Λ022
(
Y Tis
)2
,
GIIc(T ) =
pia0
2
Λ044
(
SLis
)2
, (4.13)
onde Y Tis e S
L
is sa˜o as resisteˆncias in situ transversais a` trac¸a˜o e ao cisalhamento, respectiva-
mente. A taxa de dissipac¸a˜o de energia para a propagac¸a˜o da trinca na direc¸a˜o longitudinal
nos modos I e II sa˜o, respectivamente, dadas por:
GI(L) =
pia0
4
Λ022σ
2
22,
GII(L) =
pia0
4
Λ044τ
2
12. (4.14)
As tenacidades a` fratura correspondentes sa˜o dadas por:
GIc(L) =
pia0
4
Λ022
(
Y Tis
)2
,
GIIc(L) =
pia0
4
Λ044
(
SLis
)2
. (4.15)
Na presenc¸a da tensa˜o de cisalhamento e de tensa˜o normal de trac¸a˜o, ambos no plano
1 − 2, a taxa de liberac¸a˜o de energia cr´ıtica depende dos efeitos combinados de todos os
mecanismos de absorc¸a˜o de energia microsco´picos, entre eles a energia de criac¸a˜o da nova
superf´ıcie de fratura. Hahn e Johannesson (1983) propuseram um crite´rio envolvendo os dois
modos escritos como uma equac¸a˜o polinomial de primeira ordem nos fatores de concentrac¸a˜o
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de tensa˜o KI e KII . Escritos em termos dos modos I e II das taxas de liberac¸a˜o de energia,
esse crite´rio fica como:
(1− g)
√√√√ GI(i)
GIc(i)
+ g
GI(i)
GIc(i)
+
GII(i)
GIIc(i)
= 1 i = T, L, (4.16)
onde a constante g e´ definida como
g =
GIc
GIIc
=
Λ022
Λ044
(
Y Tis
SLis
)2
. (4.17)
O ı´ndice de falha pode enta˜o ser expresso em termos da tensa˜o na laˆmina e das resisteˆncias
in situ. Substituindo em (4.16) as Equac¸o˜es (4.11) e (4.13) ou (4.14) e (4.15), obte´m-se:
FIM = (1− g)σ22
Y Tis
+ g
(
σ22
Y Tis
)2
+
(
τ12
SLis
)2
≤ 1. (4.18)
Para o ca´lculo das propriedades in situ, o tamanho da trinca em relac¸a˜o a` espessura da
laˆmina deve ser levado em conta. Uma laˆmina espessa e´ definida como aquela na qual o
comprimento da trinca e´ muito menor do que a espessura da laˆmina, ou seja, 2a0 << t. A
espessura mı´nima de uma laˆmina espessa depende do material usado. As resisteˆncias in situ
para laˆminas espessas que se encontram no interior do laminado podem ser calculadas como
sendo:
Y Tis =
√√√√2GIc(T )
pia0Λ022
,
SLis =
√√√√2GIIc(T )
pia0Λ044
. (4.19)
Para o caso de laˆminas finas que se encontram no interior do laminado, estas podem ser
calculadas por:
Y Tis =
√√√√8GIc(L)
pitΛ022
,
SLis =
√√√√8GIIc(L)
pitΛ044
. (4.20)
Um laminado unidirecional e´ considerado um caso especial de laˆmina espessa. Levando-
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se em considerac¸a˜o que na˜o existem laˆminas restritivas, a trinca pode estar localizada na
superf´ıcie do laminado, o que aumenta a taxa de dissipac¸a˜o de energia. Os valores para os
modos I e II sa˜o, enta˜o, dados por:
GIc(T ) = 1, 12
2pia0Λ
0
22
(
Y T
)2
,
GIIc(T ) = pia0Λ
0
44
(
SL
)2
, (4.21)
onde Y T e SL sa˜o as resisteˆncias ao cisalhamento e a` trac¸a˜o medidos em ensaios com lami-
nados unidirecionais. Substituindo as Equac¸o˜es (4.21) em (4.19), obte´m-se as equac¸o˜es para
a resisteˆncia in situ de laminados unidirecionais, que sa˜o dadas por:
Y Tis = 1, 12
√
2Y T ,
SLis =
√
2SL. (4.22)
A raza˜o de tenacidades g pode tambe´m ser calculada em termos das propriedades unidi-
recionais, substituindo as Equac¸o˜es (4.21) na Equac¸a˜o (4.17). Desta forma, obte´m-se:
g =
GIc
GIIc
= 1, 122
Λ022
Λ044
(
Y T
SL
)2
(4.23)
4.2.4 Crite´rio para Falha da Fibra sob Trac¸a˜o Longitudinal
O crite´rio para falha das fibras sob trac¸a˜o e´ baseado nas investigac¸o˜es experimentais de
Puck e Schurmann (1998) que recomendam o uso da deformac¸a˜o efetiva da fibra. Contudo,
Puck e Schurmann (1998) relatam que e´ poss´ıvel tambe´m utilizar as trac¸o˜es longitudinais
como crite´rio porque isso na˜o traria diferenc¸as significativas. O ı´ndice de falha para trac¸a˜o
na direc¸a˜o longitudinal enta˜o e´:
FIF =
ε11
εT1
≤ 1, (4.24)
onde ε11 e´ a deformac¸a˜o do material na direc¸a˜o da fibra e ε
T
1 e´ a deformac¸a˜o em que ocorre
a falha do material quando o mesmo e´ solicitado na direc¸a˜o da fibra.
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4.2.5 Crite´rio para Falha da Fibra sob Compressa˜o Longitudinal
A falha de fibras de compo´sitos sob compressa˜o ocorre devido ao colapso das fibras
como resultado do cisalhamento originado de sua dobra e do dano a` matriz que o suporta.
Este, segundo Pinho, Robinson e Iannucci (2009a), e´ o modo de falha mais comum para
compo´sitos FRP sob tensa˜o de compressa˜o longitudinal. O dobramento da fibra ocorre como
uma deformac¸a˜o de cisalhamento, conduzindo a` formac¸a˜o de uma regia˜o de dobramento, esta
regia˜o pode ser observada na Figura 19. Para o pro´ximo ı´ndice de falha, e´ necessa´rio calcular
o aˆngulo de desalinhamento das fibras que poderia causar falha da matriz sob compressa˜o
uniaxial. Esse desalinhamento e´ idealizado como uma regia˜o de ondulamento local, de acordo
com a Figura 20. As tenso˜es nas coordenadas desalinhadas, mostradas na Figura 20, sa˜o:
σm11 = cos
2 φσ11 + sin
2 φσ22 + 2 sinφ cosφ τ12,
σm22 = sin
2 φσ11 + cos
2 φσ22 − 2 sinφ cosφ τ12,
τm12 = − sinφ cosφσ11 + sinφ cosφσ22 +
(
cos2 φ− sin2 φ
)
τ12. (4.25)
Figura 19: Micrografia com a regia˜o de dobramento das fibras, mostrando (1) a regia˜o de
dobramento e (2) a quebra das fibras (PINHO; ROBINSON; IANNUCCI, 2006).
Na falha sob compressa˜o axial, σ11 = −XC , e σ22 = τ12 = 0. Substituindo esse valores na
Equac¸a˜o (4.25) obte´m-se σm22 = − sin2 φCXC e τm12 = − sinφC cosφCXC , onde o aˆngulo φC e´
o aˆngulo de desalinhamento total para o caso de compressa˜o longitudinal pura.
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Figura 20: Imperfeic¸a˜o no alinhamento da fibra, idealizado como ondulac¸a˜o localizada
(DA´VILA; CAMANHO; ROSE, 2005).
Para calcular o ı´ndice de falha para o dobramento da fibra, as tenso˜es σm22 e τ
m
12 sa˜o
substitu´ıdas no crite´rio para a falha da matriz sob compressa˜o, dado pela Equac¸a˜o (4.5).
Como o modo de falha e´ governado pela tensa˜o cisalhante τ12, o aˆngulo de fratura e´ igual a
zero e τTeff = 0. O crite´rio de falha para a matriz se torna:
τLeff = X
C
(
sinφC cosφC − ηL sin2 φC
)
= SLis . (4.26)
Resolvendo para φC , leva a` equac¸a˜o quadra´tica:
tan2 φC
(
SLis
XC
+ ηL
)
− tanφC +
(
SLis
XC
)
= 0. (4.27)
A menor das duas ra´ızes da Equac¸a˜o (4.27) e´:
φC = tan−1
1−
√
1− 4(SLis/XC + ηL)(SLis/XC)
2(SLis/X
C + ηL)
 . (4.28)
O aˆngulo de desalinhamento total pode ser decomposto em um aˆngulo de desalinhamento
inicial φ0, que representa imperfeic¸o˜es de fabricac¸a˜o e uma componente de rotac¸a˜o adicio-
nal φR, resultante de carregamento cisalhante. Estes aˆngulos podem ser calculados usando
aproximac¸o˜es para aˆngulos pequenos e as Equac¸o˜es (4.25):
φR =
τm12
G12
=
−φσ11 + φσ22 + |τ12|
G12
,
φ0 = φC − φR
XC
= φC − τ
m
12
G12
XC
⇒ φ0 =
(
1− X
C
G12
)
, (4.29)
onde o valor absoluto da tensa˜o cisalhante |τ12| e´ usado porque o sinal de φ e´ assumido como
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positivo, independente do sinal da tensa˜o de cisalhamento. Lembrando que φ = φ0 + φR, e´
poss´ıvel agora resolver as Equac¸o˜es (4.29) para φ em func¸a˜o de φC , atrave´s da equac¸a˜o:
φ =
|τ12|+
(
G12 −XC
)
φC
G12 + σ11 − σ22 . (4.30)
A falha por compressa˜o da fibra pela formac¸a˜o de uma regia˜o em que ha´ dobra e´ prevista
usando as tenso˜es da Equac¸a˜o (4.25) juntamente com o crite´rio de falha para trac¸a˜o ou
compressa˜o da matriz. Para compressa˜o da matriz (σm22 < 0), o crite´rio da Equac¸a˜o (4.5),
com α = 0o e τTeff = 0 e´ utilizado. O crite´rio para dobramento da fibra se torna:
FIF =
〈 |τm12|+ ηLσm22
SLis
〉
≤ 1. (4.31)
Para a compressa˜o da fibra com trac¸a˜o da matriz, as tenso˜es transformadas das Equac¸o˜es
(4.25) sa˜o substitu´ıdas no crite´rio de falha da matriz sob trac¸a˜o, dado pela Equac¸a˜o (4.18)
para produzir o crite´rio para dobramento das fibras dado por:
FIF = (1− g)
(
σm22
Y Tis
)
+
(
σm22
Y Tis
)2
+
(
τm12
SLis
)2
≤ 1. (4.32)
Na presenc¸a de alta compressa˜o transversal combinada com compressa˜o moderada das
fibras, o dano na matriz pode ocorrer sem a formac¸a˜o de regio˜es de dobramento ou dano
a`s fibras. Este modo de dano a` matriz e´ calculado usando as tenso˜es efetivas no local de
desalinhamento da estrutura no crite´rio de falha da Equac¸a˜o (4.25), que resulta em:
FIM =
(
τmTeff
ST
)2
+
(
τmLeff
SLis
)2
≤ 1, (4.33)
onde
τmTeff =
〈
−σm22 cosα
(
sinα− ηT cosα
)〉
,
τmLeff =
〈
cosα
(
|τm12|+ ηLσm22 cosα
)〉
. (4.34)
4.3 Crite´rio de Falha Tsai-Wu
Tsai e Wu (1971) desenvolveram um crite´rio que tinha como proposta ser operacio-
nalmente simples de maneira que se pudesse caracterizar o material e que fosse facilmente
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utiliza´vel no projeto de componentes. Este crite´rio na˜o explica ou preveˆ os mecanismos reais
da falha, mas se tornou um dos crite´rios mais populares por ser computacionalmente fa´cil
de ser implementado e por requerer um me´todo relativamente simples para estimar a capaci-
dade de carregamento de uma estrutura. Neste trabalho, o crite´rio de falha de Tsai-Wu sera´
utilizado para prever a falha em cada uma das laˆminas do material compo´sito para posterior
comparac¸a˜o com a previsa˜o de falha do crite´rio LaRC03. A suposic¸a˜o ba´sica do crite´rio
Tsai-Wu e´ que existe uma superf´ıcie de falha no espac¸o de tensa˜o na seguinte forma escalar:
fiσi + fijσiσj = 1, (4.35)
onde fi efij sa˜o tensores de resisteˆncia de segunda e quarta ordem e i,j=1,2,...,6, ou seja, a
notac¸a˜o reduzida e´ usada, conforme a Equac¸a˜o (3.13). A Equac¸a˜o (4.35) na forma expandida
e´ igual a:
f1σ1 + f2σ2 + f3σ3 + f4σ4 + f5σ5 + f6σ6 + f11σ
2
1 + 2f12σ1σ2 + 2f13σ1σ3
+2f14σ1σ4 + 2f15σ1σ5 + 2f16σ1σ6 + f22σ
2
2 + 2f23σ2σ3 + 2f24σ2σ4 + 2f25σ2σ5
+2f26σ2σ6 + f33σ
2
3 + 2f34σ3σ4 + 2f35σ3σ5 + 2f36σ3σ6 + f44σ
2
4 + 2f45σ4σ5
+2f46σ4σ6 + f55σ
2
5 + 2f56σ5σ6 + f66σ
2
6 = 1. (4.36)
Os termos lineares na tensa˜o normal nesta expressa˜o permitem a distinc¸a˜o entre re-
sisteˆncia a` compressa˜o e a` trac¸a˜o. Os coeficientes f12, f23 e f13 permitem a interac¸a˜o entre as
tenso˜es normais σ1, σ2 e σ3. Os termos quadra´ticos σiσj definem um elipso´ide no espac¸o de
tensa˜o. As resisteˆncias ao cisalhamento de compo´sitos unidirecionais, F4, F5 e F6, em relac¸a˜o
aos planos principais do material (material especialmente ortotro´pico), sa˜o independentes do
sinal da tensa˜o cisalhante (σ4, σ5, σ6). Por causa disso, todos os termos lineares das tenso˜es
cisalhantes e todos os termos associados com interac¸o˜es entre tenso˜es normais e cisalhantes
e tenso˜es cisalhantes atuando em planos diferentes devem desaparecer. Assim,
f4 = f5 = f6 = f14 = f15 = f16 = f24 = f25 = f26 = f34 = f35 = f36 = f45 = f46 = f56 = 0.
(4.37)
O nu´mero de coeficientes e´ reduzido ainda mais assumindo isotropia transversa com o
plano 2-3 como plano de isotropia e observando que:
f2 = f3 f22 = f33 f55 = f66 f12 = f13. (4.38)
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Enta˜o, o crite´rio e´ escrito como:
f1σ1 + f2(σ2 + f1σ3) + f11σ
2
1 + f22(σ
2
2 + σ
2
3) + f44σ
2
4
+f66(σ
2
5 + σ
2
6) + 2f12(σ1σ2 + σ1σ3) + 2f23σ2σ3 = 1. (4.39)
Para um estado bidimensional de tensa˜o, onde somente σ1, σ2 e σ6 sa˜o diferentes de zero,
o crite´rio acima e´ reduzido para:
f1σ1 + f2σ2 + f11σ
2
1 + f22σ
2
2 + f66σ
2
6 + 2f12σ1σ2 = 1 (4.40)
Segundo Tsai e Wu (1971), resisteˆncias de engenharia, assim como constantes de en-
genharia, sa˜o aquelas para as quais ha´ relativa simplicidade para medic¸a˜o em laborato´rio
e embora na˜o sejam componentes de um tensor, podem ser relacionadas aos componentes
fi e fij atrave´s de carregamentos elementares aplicados a` laˆmina. Para um carregamento
longitudinal (direc¸a˜o 1) de tensa˜o que leva a falha σu1 = X
T , σ2 = σ3 = σ4 = σ5 = σ6 = 0, e
f1X
T + f11X
T 2 = 1, (4.41)
e para carregamento de compressa˜o longitudinal σu1 = −XC , σ2 = σ3 = σ4 = σ5 = σ6 = 0 e
−f1XC + f11XC2 = 1. (4.42)
Resolvendo as duas equac¸o˜es para f1 e f11 encontra-se os valores:
f1 =
1
XT
− 1
XC
, f11 =
1
XTXC
. (4.43)
De maneira ana´loga, e´ poss´ıvel obter:
f2 =
1
Y T
− 1
Y C
, f22 =
1
Y TY C
. (4.44)
Realizando ensaios de carga cisalhante pura ate´ a falha em cada um dos treˆs planos de
simetria do material, obte´m-se:
f44 =
1
S223
,
f55 =
1
S231
,
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f66 =
1
S212
. (4.45)
Em uma ana´lise bidimensional, o termo que resta e´ o de interac¸a˜o f12 que deve ser obtido
por alguma forma de teste biaxial. Sob carregamento normal biaxial σu1 = σ
u
2 = S{12},
σ3 = σ4 = σ5 = σ6 = 0, obte´m-se:
(f1 + f2)S(12) + (f11 + f22 + 2f12)S
2
{12} = 1, (4.46)
onde S{12} e´ a resisteˆncia determinada experimentalmente para um estado biaxial de tenso˜es
de trac¸a˜o(σ1 = σ2). A Equac¸a˜o (4.46) e´ resolvida para f12. O crite´rio de falha de Tsai-Wu
para um estado plano de tensa˜o, apo´s a substituic¸a˜o de todos os coeficientes e´ dado por:
σ21
XTXC
+
σ22
Y TY C
+
σ26
SL2
− σ1σ2√
XTXCY TY C
+
(
1
XT
− 1
XC
)
σ1 +
(
1
Y T
− 1
Y C
)
σ2 = 1. (4.47)
O crite´rio de Tsai-Wu na˜o e´ um crite´rio de falha baseado totalmente em fenoˆmenos f´ısicos,
por isso ele pode prever a ocorreˆncia do dano mas na˜o consegue distinguir entre os diferentes
modos de falha. Tendo em vista que em estudos da propagac¸a˜o de danos e´ impresc´ındivel o
conhecimento do modo de falha. Autores como Zhao e Cho (2007) e Ganapathy e Rao (1998)
utilizaram um crite´rio secunda´rio em conjunto com o crite´rio de Tsai-Wu para identificar os
modos de falha. Como exemplo o crite´rio adicional usado por Ganapathy e Rao (1998) que
considerava apenas dois modos de falha, quebra da matriz e quebra da fibra e desconsiderava
a delaminac¸a˜o, era baseado nas seguintes condic¸o˜es:
Para tenso˜es de trac¸a˜o:
σ1 > X
T falha da fibra,
σ2 > Y
T falha da matriz,
|σ6| > S falha da matriz,
e para tenso˜es de compressa˜o:
|σ1| >
∣∣∣XC ∣∣∣ falha da fibra,
|σ2| >
∣∣∣Y C ∣∣∣ falha da matriz.
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4.4 Crite´rio de Puck
Em seu trabalho Puck e Schurmann (1998) aplicaram modelos fenomenolo´gicos baseados
em uma so´lida base f´ısica. Estes modelos retornam resultados, na˜o somente dos n´ıveis de
tensa˜o que levam a iniciac¸a˜o da trinca, como tambe´m da sua direc¸a˜o de propagac¸a˜o. Este
crite´rio pode ser dividido em um crite´rio para a falha da fibra e outro para a falha da matriz.
Para a falha da fibra, apresenta as seguintes condic¸o˜es:
1
ε1T
(
ε1 +
νf12
Ef1
mσfσ22
)
= 1 (4.48)
e
1
ε1C
∣∣∣∣∣
(
ε1 +
νf12
Ef1
mσfσ22
)∣∣∣∣∣+ (10γ21)2 = 1, (4.49)
onde ε1T e ε1C sa˜o as deformac¸o˜es longitudinais de ruptura, para tenso˜es de trac¸a˜o e com-
pressa˜o, respectivamente. O termo mσf e´ utilizado para descrever um efeito de “intensi-
ficac¸a˜o” da tensa˜o e assume o valor de mσf = 1.3 para fibras de vidro e mσf = 1.1 para fibras
de carbono. A Equac¸a˜o (4.48) e´ usada quando
(
ε1 +
νf12
Ef1
mσfσ22
)
tem valor positivo, caso
contra´rio, se possuir um valor negativo, a Equac¸a˜o (4.49) e´ utilizada.
Para a falha da matriz, este crite´rio e´ baseado na crite´rio de Mohr-Coulomb e indica que
a falha e´ criada exclusivamente pelas tenso˜es que atuam no plano de fratura. Neste caso o
crite´rio e´ dividido em treˆs modos de falha, chamados de modo A, modo B e modo C. Os
modos A e B indicam um plano de fratura com aˆngulo de 0◦. O modo C apresenta diferentes
aˆngulos do plano de fratura, que aumentam de 0◦ ate´ ≈ 51◦. As representac¸o˜es destes aˆngulos
de fratura podem ser observados na Figura 21. Para o modo A, a Equac¸a˜o (4.50) e´ usada e
e´ va´lida para σ22 ≥ 0:√√√√( τ21
S21
)2
+
(
1− p(+)⊥‖
YT
S21
)2 (σ22
YT
)2
+ p
(+)
⊥‖
σ22
S21
= 1. (4.50)
Para o modo B, a condic¸a˜o e´ dada por:
1
S21
(√
τ 221 +
(
p
(−)
⊥‖ σ22
)2
+ p
(−)
⊥‖ σ22
)
= 1, (4.51)
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Figura 21: Aˆngulos dos planos de fratura para os modos de falha A, B e C do crite´rio de
Puck (PUCK; KOPP; KNOPS, 2002).
va´lida para σ22 < 0 e 0 ≤
∣∣∣σ22
τ21
∣∣∣ ≤ RA⊥⊥|τ21c| . Para o modo C, a condic¸a˜o e´ dada por:
 τ21
2
(
1 + p
(−)
⊥⊥S21
)
2 + (σ22
YC
)2 YC
(−σ22) = 1, (4.52)
va´lida para σ22 < 0 e 0 ≤
∣∣∣ τ21
σ22
∣∣∣ ≤ |τ21c|
RA⊥⊥
. Onde p sa˜o paraˆmetros de inclinac¸a˜o, obtidos
experimentalmente. RA⊥⊥ e´ a resisteˆncia a` fratura no plano de fratura, calculada a partir dos
resultados de ensaios uniaxiais de compressa˜o transversal. Os valores destes paraˆmetros de
inclinac¸a˜o para compo´sitos de fibra de vidro/epo´xi e de fibra de carbono/epo´xi podem ser
encontrados em Puck, Kopp e Knops (2002).
O crite´rio de Puck utiliza tambe´m um modelo de degradac¸a˜o que indica as tenso˜es aplica-
das a`s fibras, tanto de compressa˜o quanto de trac¸a˜o, como causadoras de um enfraquecimento
da matriz. Este enfraquecimento se deve a microtrincas e a descolamentos ocorridos por conta
da solicitac¸a˜o nas fibras, sendo descritos por um fator de enfraquecimento das resisteˆncias a`
fratura dos planos de falha (R), que e´ calculado em func¸a˜o das tenso˜es aplicadas nas fibras.
Esta relac¸a˜o e´ dada pela Equac¸a˜o (4.53):
fw = 1−
(
σ1
σ1d
)
, (4.53)
onde σ1d e´ dado por 1.1X
T para o caso de tensa˜o de trac¸a˜o nas fibras e −1.1XC para o caso
de tensa˜o de compressa˜o nas fibras.
67
5 Resultados Nume´ricos
5.1 Introduc¸a˜o
Para avaliar o crite´rio de falha LaRC03, sera´ adotado um procedimento semelhante a`quele
sugerido nos trabalhos de Hinton e Soden (1998), que ficou conhecido como World Wide
Failure Exercise (WWFE). Sera˜o feitas comparac¸o˜es entre os envelopes de falha dos crite´rios
Tsai-Wu, Puck e LaRC03, para treˆs compo´sitos laminados formados por laˆminas com reforc¸o
unidirecional. As propriedades mecaˆnicas dos materiais que formam os laminados a serem
analisados foram obtidas de Soden, Hinton e Kaddour (1998) e esta˜o agrupados na Tabela 3.
Ale´m disso, o crite´rio LaRC03 tambe´m foi comparado com dados experimentais de ensaios
biaxiais obtidos de Soden, Hinton e Kaddour (2002). Utilizando os dados experimentais
de falha para tenso˜es compressivas em func¸a˜o do aˆngulo das fibras para laminados cross-
ply (AGARWAL; BROUTMAN, 1990), foi realizada a comparac¸a˜o das predic¸o˜es de falha dos
crite´rios Tsai-Wu, Puck e LaRC03. A formulac¸a˜o do Me´todo dos Elementos de Contorno
para elasticidade anisotro´pica plana sera´ aplicada para ana´lise das tenso˜es em um laminado
multidirecional. De posse dos valores de tensa˜o no contorno e domı´nio de cada laˆmina, os
crite´rios Tsai-Wu, Puck e LaRC03 sa˜o aplicados para verificac¸a˜o da falha. Foi feita tambe´m
uma ana´lise utilizando a predic¸a˜o dos modos de falha inerente aos crite´rios LaRC03 e Puck.
5.2 World Wide Failure Exercise (WWFE)
Tendo em vista a utilizac¸a˜o dos dados experimentais que formaram a base de comparac¸a˜o
do WWFE, e´ necessa´rio explicar de que maneira este exerc´ıcio foi organizado. A origem
deste trabalho esta´ em um encontro de especialistas da a´rea, ocorrido em St. Alban (Reino
Unido), em 1991. De acordo com Soden e Hinton (1998), como resultado de va´rios fo´runs
e discusso˜es, duas principais concluso˜es foram tiradas: que na˜o havia uma definic¸a˜o sobre o
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Tabela 3: Propriedades mecaˆnicas e limites de resisteˆncia de laˆminas com reforc¸o unidireci-
onal analisados neste trabalho (SODEN; HINTON; KADDOUR, 2002).
Tipo da fibra T300 (carbono) E-glass Gevetex Silenka E-glass AS4 (carbono)
Matriz BSL914C epoxi LY556 epoxi MY750 epoxy 3501-6 epoxi
Vf 0.6 0.62 0.6 0.6
E1(GPa) 138 53.48 45.6 126
E2(GPa) 11 17.7 16.2 11
G12(GPa) 5.5 5.83 5.83 6.6
ν12 0.28 0.278 0.278 0.28
ν23 0.4 0.4 0.4 0.4
XT (MPa) 1500 1140 1280 1950
XC(MPa) 900 570 800 1480
Y T (MPa) 27 35 40 48
Y C(MPa) 200 114 145 200
SL(MPa) 80 72 73 79
GIc(Jm
−2) 220 165 165 220
que se constitui falha de um material compo´sito e que projetistas na˜o tinham confianc¸a na
utilizac¸a˜o dos crite´rios de falha a`quela e´poca.
Desta maneira organizou-se este exerc´ıcio, o qual possu´ıa regras gerais de maneira a ga-
rantir a possibilidade de comparac¸a˜o entre os diversos trabalhos. Os artigos enviados faziam
parte de um estudo coordenado por M.J. Hinton e P.D. Soden, que tinha como intuito promo-
ver uma descric¸a˜o compreens´ıvel da capacidade preditiva das teorias de falha, comparando-as
entre si e com os dados experimentais obtido pelos organizadores e apresentados em Soden,
Hinton e Kaddour (2002). Quase todos estes resultados experimentais foram obtidos de
ensaios em corpos de prova tubulares, porque desta maneira sa˜o evitados problemas com
efeitos de borda livre, ale´m disso, uma grande variedade de testes biaxiais e triaxiais podem
ser aplicadas impondo aos espe´cimes tubulares uma combinac¸a˜o de presso˜es internas, exter-
nas, torc¸a˜o e carregamento axial. Pore´m esse tipo de corpo de prova tambe´m possui alguns
problemas, entre eles, evitar falhas em func¸a˜o das restric¸o˜es das extremidades, va´rias formas
de flambagem que podem aparecer e mudanc¸as de geometria durante o ensaio. Apesar dos
espe´cimes tubulares poderem falhar em uma variedade de maneiras, os autores do trabalho
consideraram como tendo falhado apenas aqueles que tiveram fratura.
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5.3 Envelopes de Falha para Laminados Unidirecionais
Os dados experimentais para laminados unidirecionais foram apresentados por Soden,
Hinton e Kaddour (2002), como citado anteriormente, fazendo parte da preparac¸a˜o para o
WWFE.
A Figura 22 mostra os envelopes de falha (σ22−τ12) dos crite´rios Tsai-Wu, Puck e LaRC03
para um laminado unidirecional do material E-glass/LY556 epoxy, juntamente com os dados
experimentais de falha de um ensaio executado com carregamento transversal e de cisalha-
mento combinados. Para um laminado com reforc¸o unidirecional do material T300/BSL914C
(carbono/epo´xi), os envelopes de falha (σ11− τ12) dos crite´rios Tsai-Wu, Puck e LaRC03 sa˜o
apresentados na Figura 23, juntamente com os dados experimentais de falha de um ensaio no
qual foram combinados carregamentos axiais e cisalhantes. O terceiro material analisado e´ o
E-glass/MY750. Os envelopes de falha dos mesmos crite´rios sa˜o comparados com dados ex-
perimentais obtidos em um ensaio biaxial (σ11−σ22) feitos em tubos formados por laminados
aproximadamente unidirecionais (±85◦). A comparac¸a˜o e´ mostrada na Figura 24.
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Figura 22: Envelope de falha σ22 − τ12 para um laminado unidirecional de E-glass/LY556
epoxy.
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Na Figura 22, no primeiro quadrante, observou-se uma boa concordaˆncia entre os dados
experimentais e os treˆs crite´rios. Quando se trata do segundo quadrante, e´ poss´ıvel observar
que os crite´rios de Puck e LaRC03 representam melhor a distribuic¸a˜o dos dados experimentais
com destaque para o crite´rio LaRC03. Nesta regia˜o, o ı´ndice de falha e´ dado pela Equac¸a˜o
(4.5). E´ poss´ıvel observar tambe´m que estes dois crite´rios no segundo quadrante sa˜o menos
conservativos que o crite´rio Tsai-Wu. No primeiro quadrante do gra´fico o ı´ndice de falha
do crite´rio LaRC03 e´ dado pela Equac¸a˜o (4.18). Os modos de falha neste envelope dizem
respeito somente a` matriz tanto para o crite´rio de Puck quanto para o crite´rio LaRC03.
Os resultados apresentados na Figura 23 na˜o apresentam uma boa concordaˆncia com os
dados experimentais para nenhum dos crite´rios implementados. Puck e Schurmann (2002)
quando da avaliac¸a˜o dos seus resultados, consideraram parte destes dados experimentais
inconsistentes (principalmente a`queles para tenso˜es cisalhantes superiores a 100MPa). E´
razoa´vel assumir que possam ter algum problema devido a dificuldades experimentais, ou
ainda que sejam a representac¸a˜o de um mecanismo desconhecido de falha. Observa-se tambe´m
que no primeiro quadrante o crite´rio Tsai-Wu superestima a falha e no segundo quadrante,
a subestima. Neste caso os crite´rios mais conservativos foram o Tsai-Wu no primeiro qua-
drante e o LaRC03 no segundo quadrante. Apesar dos dados experimentais da Figura 24 se
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Figura 23: Envelope de falha σ11 − τ12 para um laminado unidirecional de T300/BSL914 C
(Carbono/epo´xi).
concentrarem no primeiro e quarto quadrantes do gra´fico, e´ poss´ıvel observar uma melhor
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concordaˆncia com o crite´rio Tsai-Wu. Avalia-se que, para uma melhor ana´lise do compor-
tamento dos crite´rios, dados experimentais para as situac¸o˜es de compressa˜o longitudinal
combinada com compressa˜o transversal e compressa˜o longitudinal combinada com trac¸a˜o
transversal deveriam ser utilizados. Neste caso a modelagem da falha dos crite´rios LaRC03
e Puck superestimaram as ma´ximas tenso˜es. Os melhores resultados obtidos pelo modelo
de Puck indicam que a inclusa˜o dos efeitos descritos pela Equac¸a˜o (4.53) podem ser uma
descric¸a˜o coerente do fenoˆmeno de enfraquecimento da matriz com as tenso˜es aplicadas nas
fibras.
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Figura 24: Envelope de falha σ11−σ22 para laminado unidirecional de E-glass/MY750 epoxy.
A Figura 25 mostra a resisteˆncia a` compressa˜o em func¸a˜o da orientac¸a˜o das fibras para
laminados AS4/3502 (carbono/epo´xi) com sequeˆncia de empilhamento [±θ]s.O gra´fico mostra
que houve uma boa concordaˆncia entre o crite´rio LaRC03 e os dados experimentais (SHUART,
1989), quando comparado com o crite´rio Tsai-Wu. Os resultados na regia˜o do gra´fico pro´ximo
ao aˆngulo de 70o, segundo Da´vila, Camanho e Rose (2005), sa˜o devidos a` inclusa˜o do efeito
de aumento da resisteˆncia ao cisalhamento causada pela tensa˜o de compressa˜o transversal.
Este efeito na˜o esta´ previsto no modelo Tsai-Wu, o que explica o desvio desse crite´rio dos
pontos experimentais, tornando-o neste caso mais conservativo.
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Figura 25: Resisteˆncia a` compressa˜o em func¸a˜o da orientac¸a˜o das fibras para laminados de
AS4-3502 [θ/− θ/− θ/θ]6s.
5.4 Ana´lise de Tenso˜es em Laminados Sime´tricos e Ava-
liac¸a˜o da Falha
Utilizando as propriedades agrupadas na Tabela 3 e uma ana´lise preliminar das tenso˜es
atrave´s do Me´todo dos Elementos de Contorno (MEC), e´ poss´ıvel tambe´m calcular os ı´ndices
de falha em cada uma das laˆminas de um laminado, verificando assim, se havera´ falha em
alguma delas. Devido a` utilizac¸a˜o de uma formulac¸a˜o do MEC para elasticidade anisotro´pica
plana, apenas a ana´lise de laminados sime´tricos e´ poss´ıvel, pois caso laminados na˜o sime´tricos
fossem analisados, deformac¸o˜es fora do plano surgiriam, o que na˜o esta´ previsto no modelo
nume´rico. A rotina utilizada no ca´lculo das tenso˜es foi feita no ambiente de programac¸a˜o
do software MATLAB e foi desenvolvida por E´der Lima de Albuquerque durante seu dou-
torado (ALBUQUERQUE, 2001). Esta rotina baseou-se em programas feitos anteriormente
por Frederico Lourenc¸o, Piotr Fedelinsk e Paulo Sollero, respectivamente nos anos de 2000,
1993 e 1994. No presente trabalho, dois laminados diferentes sera˜o analisados. O primeiro
e´ constitu´ıdo de Silenka E-glass MY750 epoxy e sera´ analisado sob um carregamento de
73
trac¸a˜o longitudinal e compressa˜o transversal. Este laminado, “cross-ply”, possui a seguinte
sequeˆncia de empilhamento [0/90]s, sua geometria e´ apresentada na Figura 26 com largura
e comprimento iguais a 1m, espessura de cada laˆmina t = 0, 002m onde e´ poss´ıvel observar
que ha´ um furo central, que torna a variac¸a˜o das tenso˜es mais complexa em suas proximida-
des. Apenas carregamentos no contorno foram aplicados e estes podem ser observados, assim
como as restric¸o˜es impostas.
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Figura 26: Discretizac¸a˜o do contorno do laminado e sentido dos carregamentos aplicados.
Para efeito de comparac¸a˜o, os ı´ndices de falha tambe´m foram avaliados com o crite´rio
Tsai-Wu e Puck. Sa˜o mostrados apenas os resultados para as laˆminas 1 (0o) e 2 (90o), tendo
em vista que o laminado e´ sime´trico. A Figura 27 compara os resultados para a laˆmina 1 e
a Figura 28 para a laˆmina 2.
De acordo com os resultados mostrados, percebe-se que os crite´rios identificam, de
maneira semelhante, as regio˜es onde a falha e´ mais prova´vel. Devido a` descontinuidade
geome´trica do laminado, neste caso, e´ fa´cil perceber que se trata da regia˜o central, nas pro-
ximidades do furo. Uma das caracter´ısticas que torna os crite´rios LaRC03 e Puck indicados
para ana´lises de propagac¸a˜o de danos e´ a identificac¸a˜o do modo de falha em conjunto com a
predic¸a˜o da falha. De posse destas informac¸o˜es, ana´lises mais detalhadas sa˜o poss´ıveis, uma
vez que a degradac¸a˜o das propriedades do material, apo´s a falha inicial, e´ diretamente depen-
dente da forma como o material falhou. Neste trabalho, esta caracter´ıstica foi incorporada
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(a) Tsai-Wu (b) LaRC03
(c) Puck
Figura 27: I´ndices de falha para a laˆmina de nu´mero 1.
na ana´lise e os resultados sa˜o mostrados na Figura 29, para a laˆmina de nu´mero 2 (fibras a
90◦). Atribuiu-se um nu´mero representativo para cada modo de falha e a correspondeˆncia e´
dada abaixo. Para o crite´rio LaRC03:
• Modo de falha = 1: Falha da matriz devido ao trincamento sob compressa˜o transversal.
O ı´ndice de falha e´ dado pela Equac¸a˜o (4.5).
• Modo de falha = 2: Falha da matriz devido ao trincamento sob trac¸a˜o transversal. O
ı´ndice de falha e´ dado pela Equac¸a˜o (4.18).
• Modo de falha = 3: Falha da fibra devido a` quebra da fibra sob trac¸a˜o longitudinal. O
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(a) Tsai-Wu (b) LaRC03
(c) Puck
Figura 28: I´ndices de falha para a laˆmina de nu´mero 2.
ı´ndice de falha e´ dado pela Equac¸a˜o (4.24).
• Modo de falha = 4: Falha da fibra devido ao dobramento da fibra sob compressa˜o
longitudinal e compressa˜o transversal. O ı´ndice de falha e´ dado pela Equac¸a˜o (4.31).
• Modo de falha = 5: Falha da fibra devido ao dobramento da fibra sob compressa˜o
longitudinal e trac¸a˜o transversal. O ı´ndice de falha e´ dado pela Equac¸a˜o (4.32).
• Modo de falha = 6: Falha da matriz sob compressa˜o biaxial. O ı´ndice de falha e´ dado
pela Equac¸a˜o (4.33).
Para o crite´rio de Puck:
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• Modo de falha = 1: Falha da fibra sob carregamento de trac¸a˜o longitudinal. O ı´ndice
de falha e´ dado pela Equac¸a˜o (4.48).
• Modo de falha = 2: Falha da fibra sob carregamento de compressa˜o longitudinal. O
ı´ndice de falha e´ dado pela Equac¸a˜o (4.49).
• Modo de falha = 3: Falha da matriz, modo A, com aˆngulo do plano de fratura igual a
0◦, devido a carregamento de trac¸a˜o transversal. O ı´ndice de falha e´ dado pela Equac¸a˜o
(4.50).
• Modo de falha = 4: Falha da matriz, modo B, com aˆngulo do plano de fratura igual
a 0◦, devido a carregamento de compressa˜o transversal. O ı´ndice de falha e´ dado pela
Equac¸a˜o (4.51).
• Modo de falha = 5: Falha da matriz, modo C, com aˆngulo do plano de fratura maior
que 0◦ e menor que ≈ 53◦, devido a carregamento de compressa˜o transversal. O ı´ndice
de falha e´ dado pela Equac¸a˜o (4.52).
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(b) Puck
Figura 29: Modos de falha para a laˆmina 2, ponto a ponto.
O modos de falha predominantes na laˆmina 2 foram de falha da matriz para ambos os
crite´rios, o modo de falha predominante do crite´rio LaRC03 foi o modo 2, trincamento da
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matriz sob tensa˜o de trac¸a˜o transversal e, para o crite´rio de Puck, foi o modo 3 (modo A),
indicando tambe´m trincamento da matriz sob tensa˜o de trac¸a˜o transversal com aˆngulo do
plano de fratura igual a 0◦. Nas proximidades do furo central o crite´rio LaRC03 indicou o
modo de falha 4, ou seja, falha da fibra por dobramento. O crite´rio de Puck, ale´m da falha
equivalente da fibra sob tensa˜o de compressa˜o longitudinal, tambe´m identificou o modo 4
(modo B), falha da matriz sob tensa˜o de compressa˜o com aˆngulo do plano de fratura igual a
0◦.
Para a segunda ana´lise sera´ considerado um laminado sime´trico, com geometria definida
na Figura 30, formado por quatro laˆminas [20/50]S com espessura t = 0, 002m cada, cujo
material e´ o Bo´ro-Epoxi. O laminado esta´ submetido ao carregamento indicado na Figura
30 com valores iguais a N1 = 50 MN/m e N2 = 100 MN/m. O contorno do laminado
foi discretizado com 59 elementos quadra´ticos descont´ınuos, sendo 45 no contorno externo
e 14 no furo central. Os mo´dulos de elasticidade transversal e longitudinal, E1 e E2, o
mo´dulo de cisalhamento G12, o coeficiente de poisson ν12, ale´m dos limites de resisteˆncia a
trac¸a˜o e compressa˜o longitudinal, XT e XC , dos limites de resisteˆncia a trac¸a˜o e compressa˜o
transversal, Y T e Y C , e finalmente o limite de cisalhamento S esta˜o dispostos na Tabela 4.
Tabela 4: Propriedades mecaˆnicas e limites de resisteˆncia da laˆmina de Bo´ro-Epoxi.
E1 E2 G12 ν12 X
T Y T XC Y C SL
(GPa) (GPa) (GPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
204 18,5 5,59 0,23 1260 61 2500 202 67
Utilizando o mesmo procedimento adotado anteriormente, e´ poss´ıvel realizar a com-
parac¸a˜o a partir das Figuras 31 e 32. Pode-se notar que os crite´rios indicaram as mesmas
regio˜es como as mais prova´veis para a ocorreˆncia de falha. Ale´m disso para as duas laˆminas,
pode-se observar atrave´s da Tabela 5, os valores ma´ximos e mı´nimos dos ı´ndices de falha
obtidos a partir dos 3 crite´rios, mostrando razoa´vel acordo.
Tabela 5: Valores ma´ximos e mı´nimos dos ı´ndices de falha no laminado da segunda ana´lise.
LaRC03 Tsai-Wu Puck
Nu´mero da laˆmina mı´n ma´x mı´n ma´x mı´n ma´x
1 (20◦) 0,0168 0,9924 -0,2874 1,0258 0,0221 0,9990
2 (50◦) 0,0268 1,1788 -0,3185 1,1436 0,0268 1,1059
A visualizac¸a˜o dos modos de falha neste segundo problema para a laˆmina de nu´mero 2
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Figura 30: Geometria e carregamento do laminado proposto para a segunda ana´lise.
e´ mostrada na Figura 33. Para uma melhor visualizac¸a˜o dos modos de falha, a Figura 34
mostra o detalhe do furo central do laminado. Para o crite´rio LaRC03 ha´ uma predominaˆncia
dos modos 2 e 3, respectivamente, falha da matriz sob tensa˜o de trac¸a˜o transversal e falha
da fibra sob tensa˜o de trac¸a˜o longitudinal. Para o crite´rio de Puck a predominaˆncia e´ dos
modos 1 e 3, respectivamente, falha da fibra sob carregamento de trac¸a˜o longitudinal e falha
da matriz no modo A, ou seja com aˆngulo do plano de fratura igual a 0◦. Desta ana´lise
percebe-se a equivaleˆncia dos modos de falha dos dois crite´rios, inclusive nas proximidades
do furo central, com poucas excec¸o˜es.
79
(a) Tsai-Wu (b) LaRC03
(c) Puck
Figura 31: I´ndice de falha para a laˆmina nu´mero 1 da segunda ana´lise.
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(a) Tsai-Wu (b) LaRC03
(c) Puck
Figura 32: I´ndice de falha para a laˆmina de nu´mero 2 da segunda ana´lise.
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(b) Puck
Figura 33: Modos de falha para a laˆmina 2 (50◦).
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Figura 34: Modos de falha no furo central da laˆmina de nu´mero 2.
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6 Considerac¸o˜es Finais
6.1 Concluso˜es
Para geometrias e carregamentos complexos, as te´cnicas nume´ricas sa˜o, na maioria dos
casos, a u´nica maneira de se obter respostas de uma ana´lise de tenso˜es e deformac¸o˜es. Neste
trabalho, o Me´todo dos Elementos de Contorno foi utilizado como ponto de partida para
a ana´lise da falha. A formulac¸a˜o usada foi a de elasticidade plana anisotro´pica utilizando
elementos quadra´ticos cont´ınuos para a discretizac¸a˜o do contorno.
A ana´lise nume´rica da falha em materiais compo´sitos teve como parte principal a im-
plementac¸a˜o dos crite´rios de falha de Tsai-Wu, Puck e LaRC03, os dois u´ltimos, crite´rios
baseados em fenoˆmenos f´ısicos. Em geral os crite´rios de falha conseguem prever bem as
falhas para os casos onde fibras e matriz encontram-se sob trac¸a˜o, combinadas ou na˜o com
cisalhamento. Pore´m, quando existe compressa˜o, na˜o ha´ a concordaˆncia dos crite´rios de falha
com dados experimentais e tambe´m entre os pro´prios crite´rios de falha. Isto se deve aos me-
canismos de falha (modos de falha) que ainda na˜o sa˜o bem entendidos e demandam bastante
pesquisa. A compreensa˜o destes mecanismos e´ essencial para o desenvolvimento de modelos
para a propagac¸a˜o dos danos, uma vez que a falha da matriz ou das fibras e o modo com
que estas falhas ocorrem, influenciam de maneira diferente a degradac¸a˜o das propriedades
ela´sticas de uma laˆmina. A excec¸a˜o neste caso, esta´ no crite´rio LaRC03 que conseguiu prever
com razoa´vel precisa˜o a` resisteˆncia a` compressa˜o de um laminado sime´trico formado por fi-
bras de carbono e matriz epo´xi. O grande apelo dos crite´rios LaRC03 e Puck e´ a possibilidade
de identificar a maneira como o material ira´ falhar, as predic¸o˜es deste crite´rio foram verifi-
cadas e se mostraram coerentes com os carregamentos aplicados e entre os pro´prios crite´rios.
Apesar disso, uma comparac¸a˜o com dados experimentais dos modos de falha e´ necessa´ria.
Entretanto, essa comparac¸a˜o e´ mais complexa, porque a verificac¸a˜o do in´ıcio da falha para
alguns dos modos e´ complicada, causando alterac¸o˜es quase sempre dif´ıceis de serem iden-
83
tificadas, quer sejam geome´tricas, quer sejam do comportamento mecaˆnico. Ale´m disso, a
correlac¸a˜o entre os modos de falha do crite´rio com os modos de falha finais do laminado
ainda necessita ser discutida. O acoplamento da ana´lise de tenso˜es com os crite´rios LaRC03
e Puck mostrou-se eficiente na avaliac¸a˜o estrutural de um laminado sime´trico, sendo poss´ıvel
verificar os locais onde e´ maior a probabilidade de falha, ale´m do pro´prio modo de falha.
6.2 Propostas de Trabalhos Futuros
Como propostas de trabalhos futuros podem ser citadas:
• Estender o crite´rio LaRC03 para problemas tridimensionais.
• Analisar a falha em placas e cascas utilizando este crite´rio.
• Realizar uma ana´lise de danos a partir dos modos de falha obtidos com o procedimento
adotado neste trabalho.
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